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RESUME
L'etude presentee dans ce memoire porte sur Ie confinement de coloimes en beton par la
mise en place d'une enveloppe mince de materiaux composites. L'objectif principal des travaux
est de verifier Fapplicabilite de cette methode de rehabilitation a des colonnes de section non
circulaire. Les effets de la variation de la rigidite du confinement et du type de section sont
mesures experimentalement et sont etudies a 1'aide d'un modele numerique.
Les resultats d'essais de chargement realises sur des echantillons en beton de petites
dimensions, de section carree ou rectangulaire et enveloppes par dififerentes configurations de
fibres de carbone et d'aramide, montrent qu'il est possible d'augmenter substantiellement la
ductilite des colonnes, et, dans certains cas, leur resistance. Parmi les facteurs etudies. Ie rayon des
coins des colonnes est celui dont 1'effet est Ie plus important. Plus la section s'approche de celle
du cercle, plus Ie confinement est eflRcace.
Parallelement aux essais, un modele mathematique utilisant la methode des elements finis
est developpe pour decrire Ie comportement stmctural des echantillons testes. Le beton est
modelise par une formulation elasto-plastique et les materiaux composites sont consideres
comme lineairement elastiques jusqu'a la mpture. La validite des resultats obtenus numeriquement
est basee sur une comparaison aux resultats expenmentaux.
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1. INTRODUCTION
Depuis quelques annees. Ie Canada, comme plusieurs autres pays industrialises, fait face a
un probleme dont 1'ampleur est sans cesse croissante: ses infrastmctures de transport se
deteriorent rapidement. Une grande partie des ces structures ont ete constmites durant la periode
de croissance economique rapide qui a suivi la seconde guerre mondiale. Plusieurs d'entre elles
ont, maintenant, atteint la fin de leur duree de vie utile ou s'en approchent rapidement.
L'utilisation de sels de degla9ageainsi que 1'augmentation des charges de transport ont egalement
contribue au vieillissement de ces constmctions. Suite a ces observations, qui laissent presager de
serieux problemes dans un avenir rapproche, il est primordial de developper des techniques de
rehabilitation qui permettront de rendre les ponts actuels plus resistants et de construire de
nouveaux ponts plus efficaces et plus durables. Certaines des techniques envisagees, qui sont
panni les plus prometteuses, utilisent des materiaux composites d'avajit-garde(MCA).
Les MCA sont des plastiques renforces de fibres de verre, de carbone ou d'aramide. Ces
fibres sont integrees a une matrice plastique, generalement de 1'epoxyde. La combinaison de ces
elements donne des materiaux tres performants qui allient legerete, grande resistance mecanique,
module de rigidite eleve et bonne resistance aux milieux agressifs. Ces materiaux, largement utilises
depuis plusieurs annees dans les domaines de 1'aeronautique et de 1'aerospatiale, se taillent
lentement une place en genie civil. Des etudes de marche recentes ont reconnu leur haut potentiel
pour la construction et la rehabilitation des structures, tout en soulignant que 1'adoption a grande
echelle de cette technologie ne pourra se realiser tant que des etudes exhaustives n'auront pas
permis de les inclure dans les codes et normes de pratique. Ce projet de maitrise ne porte que sur
une des techniques de rehabilitation des structures envisagees, soit la restauration de la capacite
portante de colonnes en beton arme par 1'application d'un confinement, realise par 1'enroulement
et Ie collage de lamelles composites autour de celles-ci. Des travaux de recherche realises
recemment a 1'Universite de Sherbrooke ont demontre 1'efficacite de cette technique. Plusieurs
essais menes sur des colonnes de sections et dimensions diverses, confinees par differentes
configurations d'enveloppes composites renforcees de fibres de verre et de carbone, ont montre la
necessite d'etudier davantagele comportement des colonnes de section pnsmatique.
Le projet de recherche presente dans ce memoire porte sur 1'etude du comportement de
colonnes courtes en beton, de sections carree ou rectangulaire, confinees par une enveloppe mince
de materiaux composites. Les effets produits par la variation de la rigidite du confinement sur des
colonnes de sections diverges sont etudies, pour deux types de materiaux composites, soit des
fibres de carbone et des fibres d'aramide. Le prqjet comprend deux volets. Le premier volet est
experimental et porte sur une nouvelle sene d'essais de colonnes confinees; Ie second volet,
numerique, propose une modelisation mathematique du comportement du beton dans Ie domaine
plastique, par la methode des elements finis. Le memoire est divise comme suit.
Le chapitre 2 donne un aper?u des applications recentes des materiaux composites dans les
structures du genie civil et permet de situer, parmi les nombreuses possibilites d'utilisation des
ces nouveaux materiaux, la technique de rehabilitation des colonnes en beton etudiee dans ce projet
de recherche. Le chapitre 3 presente Ie volet experimental de 1'etude. La premiere partie du
chapitre decrit les caracteristiques des echantillons testes et les procedures d'essais suivies alors
que la seconde partie detaille les resultats obtenus. Le chapitre 4 propose un modele numerique
permettant de decrire Ie comportement des colonnes en beton confinees par des matenaux
composites, soumises a un chargement axial monotonique jusqu'a la mpture. Une comparaison
des resultats theoriques obtenus par la methode des elements finis avec les resultats
experimentaux est presentee au chapitre 5. Enfin, Ie memoire est complete par une revision des
principales conclusions tirees de 1'etude.
2. LES MATERIAUX COMPOSITES DANS LES STRUCTURES
2.1 Potentiel des materiaux composites d'avant-garde en genie civil
Une grande partie des infrastructures de transport qui ont plus de 30 ans, telles que ponts
et viaducs, necessiteront bientot des reparations majeures ou, ultimement, devront etre
remplacees. Plusieurs facteurs ont contribue a accelerer leur vieillissement. Parmi ceux-ci, il faut
mentionner 1'augmentation des charges de transport, qui sont aujourd'hui jusqu'a 40 % plus
elevees que les charges de design [BlCKLEY et al., 1993], ainsi que I'utilisation des sels de
degla9age, indispensables dans les regions soumises a de severes conditions hivemales. Le sel
attaque les barres d'armature en s'infiiltrant a travers les fissures ou les porosites du beton. La
corrosion de 1'acier qui en decoule provoque 1'eclatement du recouvrement en beton, effet qui
s'additionne a celui des cycles repetes de gel-degel.
De plus, les demiers tremblements de ten-e en Califomie ont demontre la vulnerabilite des
ponts en beton arme construits avant 1971 [CHAI et al., 1991; PmESTLEY et at, 1992]. Les
colonnes de ces ponts ont, en general, une resistance a la flexion et au cisaillement inadequate, la
quantite d'armature etant insuffisante. Les vieux ponts du Quebec, construits selon des nomies
similaires, ne sont done pas a 1'abri des dommages causes par des seismes potentiels [DEMERS,
1994].
Ainsi, Ie nouveau defi des concepteurs consiste a prolonger la vie des stmctures, tout en
respectant des normes de securite et de performance de plus en plus severes. Traditionnellement,
1'approche privilegiee etait celle de la demolition-reconstruction. Cependant, pour des raisons
principalement economiques, une attention de plus en plus grande est portee a 1'option de
renforcement-reparation [NANNI et a/., 1993]. Cette seconde approche permet egalement de
reduire les couts indirects puisque les services a la population peuvent generalement etre assures
durant les travaux [DEMERS, 1994].
Dans cette optique, des techniques utilisant des materiaux composites d'avant-garde ont
ete proposees, et plusieurs d'entre elles font 1'objet de travaux de recherche. Suite aux
developpements rapides dans ce domaine, la Societe canadienne de genie civil (SCGC) a forme un
Comite technique en 1989, dont Fobjectifest d'evaluerles applications potentielles des MCA en
genie des structures. Ainsi, trois types d'applications ont ete identifies, dans lesquelles les MCA
sont utilises sous forme de tendons, de barres, de grilles d'armature et de microfibres, ou encore
sous forme de produits pultmdes ou de lamines.
De nombreuses structures incoq)orant des MCA ont ete construites un peu partout dans
Ie monde. Certaines sont tres representatives des efforts deployes dans ce domaine. Par exemple,
deux ponts pietonniers typiques: Ie Aberfeldy Golf Course Pedestrian Bridge, en Angleterre, dont
Ie rapport des charges vives aux charges permanentes sont de 1'ordre de dk; et Ie pont Birdie, au
Japon, qui est compose de difFerents types de MCA. Notons aussi plusieurs ponts en beton
precontraint par des tendons a base de fibres de verre, construits en Allemagne, dont Ie pont
pietonnier deLunen'sche Gasse et les ponts routiers de la Ulenbergstrasse, de Marienfelde et de
la Schiessbergstrasse. Mentionnons enfin Ie Calgary Beddington Trail Bridge, premier viaduc
autoroutier precontraint par des tendons en fibres de carbone au Canada, ouvert a la circulation en
1993 [LABOSSffiRE, 1993].
Ces exemples demontrent 1'interet que manifestent nombre d'intervenants de 1'industrie de
la construction pour Fimplantation des MCA en genie civil. Cependant, cette nouvelle
technologie ne pourra etre adoptee a grande echelle tant que des etudes exhaustives n'auront pas
permis de la maitriser parfaitement. Certaines interrogations subsistent toujours chez les
concepteurs, la plupart etant dues a 1'absence de codes specifiques aux plastiques renforces de
fibres. Leurs principales reticences face a 1'utilisation des MCA sont: leur manque de formation et
d? experience de meme que celui des entrepreneurs; la plus grande complexite du design; les
incertitudes a propos du comportement a long terme des composites ainsi que les connaissances
incompletes des proprietes du materiau [BlCKLEY etal., 1993]. Des facteurs tels que Ie cout eleve
des MCA et Ie manque d'uniformite des produits ofFerts par les differents fabncants ont
egalement ete identifies. II reste done a demontrer que Ie cout initial plus eleve des MCA sera
absorbe par la duree de service plus longue et les couts d'entretien plus faibles.
2.2 Proprietes des materiaux composites d'avant-garde
Par definition, un materiau composite est forme d'elements tres dififerents. C'est Ie
resultat du melange d'au moins deux composantes, differentes par leur nature, leur forme et leur
fonction, et dont les performances globales sont superieures a celles des elements Ie constituant.
Les materiaux composites d'avant-garde sont des produits de synthese constitues principalement
de renforts fibreux, supportes par un liant appele matnce. Leur comportement depend
principalement du pourcentage de fibres et des proprietes mecaniques des constituants. Ce sont
les renforts fibreux qui donnent aux composites leurs proprietes hautement directionnelles, leur
imposant un comportement anisotrope et essentiellement lineaire elastique jusqu'a la mpture. La
figure 2.1 illustre Ie comportement typique d'un composite. Les renforts les plus utilises sont les
fibres de verre, d'aramide et de carbone. Les proprietes de composites fabriques a partir de ces
types de fibres sont presentees au tableau 2.1, et comparees a celles de 1'acier. Les paragraphes
qui suivent decrivent les principales caracteristiques de ces trois types de fibres.
Fibres de verre
Les fibres de ven-e sont les renforts les plus utilises, surtout en Amerique du Nord, parce
qu'elles offrent des performances mecaniques interessantes et que leur cout est relativement bas.
Elles presentent egalement une bonne resistance a Fhumidite et a la corrosion. II en existe cinq
categories (C, D, E, R et S), Ie verre E etant Ie plus repandu. Les composites a base de fibres de
ven-e possedent une resistance mecanique relativement elevee. Cependant, leurs applications
structurales sont souvent limitees par leur faible module d'elasticite. De plus, certaines limites a
I'utilisation de ces fibres sont imposees afin d'eviter les reactions alcali-granulats avec Ie beton.
Fibres d'aramide
Les fibres d'aramide, qui ont une masse volumique tres faible, sont celles qui possedent la
plus grande resistance specifique. Elles sont souvent mieux connues sous Ie nom commercial de
« Kevlar », lequel est fabrique en trois categories (29, 49 et 149). Les composites a base de fibres
cTaramide resistent bien aux chocs et a la fatigue. Us ont par centre une faible resistance a la
compression et leur cout est tres eleve.
Fibres de carbone
Les fibres de carbone, grace a leurs excellentes proprietes mecaniques, sont celles qui
possedent Ie plus grand potentiel d'applications en genie des structures. Ces fibres sont
composees de plus de 90 % de carbone. Dans la fibre, les groupes d'atomes de carbone sont lies
de fa^on continue dans la direction de la fibre. Elles peuvent etre classees en plusieurs grades
selon leurs proprietes mecaniques et en deux types selon la longueur des fibres (courtes et
continues). Les fibres continues sont utilisees pour fabriquer, entre autres, des tendons de
precontrainte et des cables de suspension [KATSUMATA etal., 1990].
Les composites a base de fibres de carbone ont tendance a etre moins fiables sous des
charges de compression. La resistance et Ie module en compression sont generalement plus faibles
que les proprietes en tension. Les proprietes en compression sont egalement plus sensibles aux
defauts de fabrication, done necessitent un controle de qualite plus strict. Par consequent, ces
composites seront Ie plus souvent utilises de maniere a ce qu'ils soient sollicites en tension.
Le cout des fibres de carbone est tres eleve et il est peu probable qu'il connaisse une baisse
radicale avec les techniques de fabrication actuelles. Cependant, ces demieres peuvent etre
utilisees avantageusement pour la reparation ou Ie renforcement d'ouvrages existants. En effet,
dans les travaux de rehabilitation, etant donne la faible quantite de materiaux utilises. Ie cout eleve
du produit est souvent compense par une reduction significative des couts de main-d'oeuvre et
des inconvenients lies auxtravaux de construction [KATSUMATA etal., 1990].
2.3 Renforcement de colonnes par confinement lateral
A cause de leurs proprietes hautement directionnelles, il ne faut pas s'attendre a ce que les
MCA se comportent ef&cacement dans une configuration qui a ete developpee pour les materiaux
isotropes. Les couts specifiques des MCA etant plus eleves que ceux des materiaux de
construction traditionnels, des elements stmcturaux hybrides, dans lesquels les composites sont
utilises pour renforcer des materiaux moins couteux, et ainsi former une section « composite »,
pourraient resulter en une utilisation plus ef&cace de tous les materiaux impliques [HARMON et
al., 1992]. L'objectifde base de 1'approche presentee dans les paragraphes qui suivent est de
produire un element structural dans lequel Ie composite agit principalement en tension.
Le confinement lateral de colonnes en beton par 1'enroulement d'une enveloppe en
materiau composite sur la surface de beton permet d'augmenter la resistance a la compression et
la deformation ultime, parce qu'il restreint la formation et 1'ouverture des fissures dans Ie beton et
limite les deformations transverses dues a la fissuration inteme. II presente egalement 1'avantage
d'augmenter la resistance au cisaillement et d'empecher les barres d'amiature longitudinale de
flamber [NfANNIe^a/., 1993]. Dans ce type d'element, lebeton resiste a la compression alors que
Ie composite est sollicite par des efforts de tension et de cisaillement.
Cette technique semble etre une alternative interessante aux approches traditionnelles qui
consistent a confiner les colonnes avec une enveloppe en beton arme ou en acier. Selon
KATSUMATA et al. [1990], la mise en place d'une enveloppe en beton arme est problematique.
De plus, son epaisseur doit etre limitee a environ 100 ou 150 mm, pour eviter d'augmenter trop
fortement Ie poids de la structure. La mise en place d'un tube d'acier, forme de plaques soudees,
laisse un vide d'environ 3 mm entre 1'acier et Ie beton, qui doit etre rempli d'une resine epoxyde
ou d'un coulis de ciment. Le pompage de la resine est 1'etape la plus difficile. Apres 1? installation,
des mesures de protection contre la corrosion de 1'acier doivent etre prises regulierement.
Le confinement avec une enveloppe composite presente les avantages suivants: il est
immediat; il est peu sensible aux deformations axiales; 1'enveloppe ne decolle pas; sa mise en
place est simple [DEMERS, 1994]. De plus, les MCA ont d'excellentes resistances a la fatigue et a
la corrosion, ainsi qu'un faible poids specifique, ce qui evite de surcharger la structure. Les
composites les plus appropries sont ceux a base de fibres de carbone, grace a leurs proprietes
mecaniques elevees.
r
2.4 Eludes anterieures portant sur les colonnes confinees
Des travaux de recherche sur des elements confines avec une enveloppe composite
[DEMERS, 1994; NANNI et a/., 1993; HARMON et al., 1992; KATSUMATA et al. , 1990], ont
permis de connaitre leur comportement general et de detenniner les parametres qui ont une
influence significative.
Selon NANNI et al. [1993], dans Ie cas de beton non fissure (ou de beton avec micro-
fissures) en compression, la deformation transversale peut etre determinee a partir de la
deformation axiale due a la charge en utilisant Ie coefficient de Poisson. L'efFet qu'a Ie
confinement sur Ie beton est directement relie a sa capacite de restreindre cette deformation
transversale. A mesure que la deformation transversale augmente, la pression exercee par Ie
confinement augmente. L'etat de contrainte biaxiale resultant augmente la resistance a la
fissuration ainsi que la resistance mecanique du beton.
Ces chercheurs ont constate que peu importe Ie niveau de confinement, tous les
echantillons testes montrent un point d'inflexion a peu pres au niveau correspondant a la capacite
maxunale du beton non confine. Apres ce point, la fissuration se propage et la relation entre les
deformations axiale et transversale ne peut plus etre determinee avec precision en utilisant Ie
coefficient de Poisson. Le confinement supporte alors une partie de plus en plus grande de la
charge. Durant cette phase, la courbe contrainte-defomiation demeure plane ou a une pente
positive, selon Ie niveau de confinement. La pente de la courbe depend egalement de la relation
contrainte-deformation du materiau de confinement. Si Ie confinement est suffisant, la capacite de
1'echantillon correspond a la resistance ultime de 1'enveloppe composite.
Selon HARMON et al. [1992], qui ont teste des cylindres confines par des fibres de
carbone, 1'augmentation du rapport de renforcement a peu d'effet sur la pente de la portion
initiate de la relation contrainte-deformation, mais a un efFet significatif sur la pente de la seconde
portion. Elle augmente de fa9on significative la contrainte de mpture, mais a peu d'effet sur la
limite elastique. Des essais realises avec deux types de beton (41 MPa et 103 MPa) ont montre
que la limite elastique et la contrainte de mpture varient d'un facteur a peu pres egal a la
difference de resistance du beton. Les courbes contrainte-deformation de cylindres en beton a
haute resistance confines selon differents rapports de renforcement par une enveloppe de fibres
d'aramide, charges en compression axiale, sont presentees a la figure 2.2. Sur cette figure, Ie
rapport de renforcement, p, est defini comme Ie rapport de la surface des fibres sur la surface du
beton. La resistance du beton est de 103 MPa.
Les travaux de DEMERS [1994] ont permis de determiner les parametres ayant un effet
significatif sur la resistance de colonnes en beton arme conventionnelles de section circulaire
confinees par des composites a base de fibres de carbone. Ces parametres sont la resistance a la
compression du beton et les caracteristiques de Fenveloppe composite. L'efifet du diametre des
barres longitudinales n'est significatif que sur la charge axiale maximale, et la contribution des
etriers en acier au confinement du beton est negligeable, dans Ie cas des colonnes faiblement
armees. Les prochaines etudes pourront done etre realisees sur des cylindres sans armature. De
plus, des essais realises sur des colonnes de section circulaire prealablement fissurees ont
demontre que 1'endommagement du beton n'afFecte ni la capacite ultime, ni la ductilite.
Les fibres de carbone etant peu resistantes sous 1'action d'un bord coupant, il peut etre
necessaire de proceder a certains travaux de preparation des surfaces a etre reparees, notamment
les coins des colonnes de section carree. Des essais menes par KATSUMATA et al. [1990] ont
demontre que la diminution de la resistance en tension des fibres de carbone sur un coin peut etre
ignoree si Ie rayon du coin est de 30 mm ou plus.
2.5 Modeles de beton confine
L'utilisation des composites dans les structures etant une pratique relativement nouvelle,
il existe peu de modeles mathematiques simples capables de decrire adequatement Ie
comportement des colonnes en beton confinees avec ce type de matedau. La plupart des modeles
empiriques disponibles ont ete developpes pour les colonnes confinees par des tubes d'acier. Ces
modeles, qui supposent un comportement elastique-parfaitement plastique de 1'acier, considerent
la pression de confinement constante des que la resistance axiale du beton est atteinte. Pour un
materiau de confinement qui presente un comportement lineaire elastique jusqu'a la mpture,
comme dans Ie cas des composites a base de fibres, cette hypothese n'est plus valable car la
pression de confinement augmentejusqu'a la fin du chargement. Pour cette raison, il est difficile
d'adapter les modeles empiriques existants et les resultats qu'ils donnent sont peu fiables
[DENIAUD, 1994]. Cette situation rend necessaire I'utilisation de modeles plus complexes, tels
que ceux decrits a la sous-section suivante.
2.5.1 Travaux portant sur Ie beton confine
Plusieurs ouvrages rapportent les resultats d'experimentations sur Ie beton confine. La
plupart de ces essais ont ete realises sur des cylindres [RICHART et aL, 1928; BALMER, 1952;
GARDNER, 1969; PALANISWAMY et cd., 1974] et sur des cubes de beton [MDJLS et cd., 1970;
LAUNAY et cd., 1971]. Plus recemment, des travaux ont porte sur Ie confinement des colonnes
avecdes armatures transversales [MANDER^a/., 1988, CUSSON etal., 1994]. Un grand nombre
de modeles mathematiques ont ete elabores a partir des resultats de ces recherches. Ces modeles
peuvent etre regroupes en six grandes categories [PICHER, 1995]: (1) modeles empiriques; (2)
modeles lineaires elastiques; (3) modeles non lineaires elastiques; (4) modeles parfaitement
plastiques; (5) modeles pour materiaux ecrouissables; (6) modeles endochroniques.
Selon DENIAUD [1994], qui a etudie plusieurs de ces approches, les modeles faisant partie
des trois premieres categories ne decrivent pas convenablement Ie comportement des colonnes
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confinees avec des matenaux composites, parce qu'ils ne peuvent tenir compte de 1'augmentation
de la pression de confinement. Toujours selon cette reference, la modelisation elasto-plastique est
1'approche la plus simple permettant d'obtenir des resultats fiables et rigoureux. Cette demiere
formulation necessite Ie chobc d'un cntere de rupture du beton, dont la complexite depend du
nombre de parametres servant a Ie decrire. Les criteres de mpture a deux parametres, utilises dans
les modeles elastiques-parfaitement plastiques, sufifisent generalement a decrire adequatement Ie
comportement du beton confine, Ie critere de Mohr-Coulomb etant probablement Ie plus souvent
rencontre. Toutefois, a cause des singularites que ce dernier presente en raison de sa forme
hexagonale, il est souvent remplace, dans les applications numeriques, par une surface continue
calculee avec Ie critere de Dmcker-Prager [CHEN, 1982]. Quant aux modeles pour materiaux
ecrouissables. Us requierent Ie chok de criteres definis par un plus grand nombre de parametres.
Ces approches representent encore mieux Ie comportement du beton car la perte de rigidite
precedant Fecoulement plastique est graduelle [PICHER, 1995]. Cependant, leur formulation est
imposante et d'une grande complexite.
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TABLEAU 2.1 PROPRIETES COMPAREES DE L'ACIER ET DES MATERIAUX
COMPOSITES D'AVANT-GARDE
Materiau
Acier
VerreE-Epoxyde
Kevlar 49 - Epoxyde
Carbone - Epoxyde
Module
elastique
E
(GPa)
210
21.5
40
83
Resistance
en tension
x
(MPa)
450 - 830
570
650
1250
Masse
volumique
p
(g/cm3)
7.8
1.97
1.40
1.54
Module
specifique
E/p
26.9
10.9
29.0
53.5
Resistance
specifique
x/p
57.7 - 106
289
464
247
10
Contrainte
composite
acier
Deformation
Figure 2.1 Courbe contrainte-defonnation idealisee d'un composite et de 1'acier
Contrainte
p =0.054
p =0.027
p =0.014
p =0.000
Deformation axiale
Figure 2.2 Courbes contrainte-deformation de cylindres confines par une enveloppe de fibres
de carbone [HARMON etal., 1992]
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3. PROGRAMME EXPERIMENTAL
Ce prqjet de recherche fait suite aux travaux realises a 1'Universite de Sherbrooke visant a
developper une technique de renforcement de colonnes par confinement lateral avec des materiaux
composites. Les travaux de DEMERS [1994] ont pennis de detenniner les parametres ayant une
influence sur Ie comportement de ces structures. Ceux de PICHER [1995] avaient pour but de
mesurer FefFet de la variation de la rigidite relative de 1'enveloppe de confinement. Enfin, une serie
d'essais preliminaires sur des colonnes courtes de section carree [DEMERS et cd., 1994] semble
indiquer que cette technique de rehabilitation peut etre adaptee aux colonnes de section non
circulaire, I'ef&cacite du confinement etant par contre passablement reduite.
Le programme experimental de la presente etude comprend une nouvelle serie d'essais sur
des colonnes de sections carree et rectangulaire, confinees par une enveloppe mince de matenaux
composites et chargees en compression uniaxiale. Ces essais ont pour but: (a) d'etudier Ie
comportement de colonnes de section non circulaire; (b) d'identifier la rigidite de 1'enveloppe
necessaire pour assurer un comportement adequat et (c) de comparer deux types de materiaux
composites, soit les fibres de carbone et les fibres d'aramide. Les sections qui suivent donnent une
description des essais ainsi que les resultats qui ont ete obtenus. Dans la premiere partie du
chapitre, on presente les caracteristiques des colonnes testees, les principales etapes de leur
fabrication ainsi que les montages developpes pour Ie chargement et 1'acquisition des donnees.
Dans la seconde partie, on detaille les donnees recueillies et on presente une analyse permettant
de determiner Feffet des differents parametres etudies.
3.1 Description des essais
3.1.1 Essais sur les materiaux composites
Deux materiaux composites differents sont utilises pour confiner les colonnes: des fibres
de carbone unidirectionnelles et des fibres d'aramide bidirectionnelles tissees. Ces deux types de
fibres, preimpregnees, sont fournies sous forme de longues bandes minces. Les mono-couches
sont assemblees par collage avec une resine epoxyde qui durcit a la temperature ambiante. Cette
resine, developpee par Ie fabricant de fibres de carbone pour utilisation avec ce type de fibres
particulier, s'est malgre tout averee tres ef&cace pour impregner les fibres d'aramide. Les
proprietes mecaniques des deux materiaux sont determinees par des essais de traction uniaxiale sur
des coupons fabriques selon la norme ASTM-D3039-M89. La rigidite, la resistance et la
deformation ultime des fibres de carbone sont obtenues de tests sur des coupons de 12.5 mm de
largeur par 305 mm de longueur formes de sue couches unidirectionneUes. Les proprietes des
fibres d'aramide sont mesurees sur des echantillons de 19.5 x 305 mm, formes de six couches
orientees dans Ie sens de la chame du tisse.
Les courbes contrainte-deformation de ces materiaux, charges uniaxialement en tension,
sont tracees a la figure 3.1. Legraphique de gauchefait ressortir Ie comportement non lineaire des
fibres d'aramide. Les fibres du tisse se resserrent lorsqu'elles sont tendues et la rigidite du
matenau augmente progressivement au cours du chargement. Ainsi, Ie module elastique initial. Eg
(pente de la tangente a la courbe au point de deformation nulle), est pres de 50 % inferieur au
module secant, E, mesure sur la courbe entiere (contrainte a la mpture / deformation totale). Le
graphique de droite montre que Ie comportement des fibres de carbone est pratiquement lineaire
jusqu'alampture.
Les proprietes specifiees par Ie manufacturier et celles mesurees sur ces echantillons sont
donnees au tableau 3.1. On note que la resistance en traction et la deformation axiale ultime
mesurees sur les coupons de fibres de carbone sont inferieures aux proprietes specifiees par Ie
fabricant. Ceci est du au fait que les echantillons se sont brises prematurement pres des machoires
delapresse. Un meilleur support des echantillons aurait probablement permis d'atteindre une
resistance plus pres de la valeur specifiee.
3.1.2 Rigidite de Penveloppe de confinement
Les essais anterieurs avec variation de la rigidite relative de 1'enveloppe de confinement
[PICHER, 1995] ont permis d'identifier une configuration optimale du confinement, pour des
cylindres de 150 mm de diametre par 300 mm de longueur, enveloppes de trois couches de fibres
de carbone unidirectionnelles. Les lamelles de ces echantillons etaient onentees a differents angles
par rapport a la direction circonferentielle. Les deux couches interieures etaient placees a des
angles opposes de +6 et -6, et la couche exterieure demeurait perpendiculaire a 1'axe du cylindre
(configuration [±6/0]). L'effet de la rigidite relative du confinement a ete mesure en faisant varier
Fangle 6 de 0° a 24°. La resistance et la ductilite les plus elevees ont ete atteintes avec la
configuration [±9/0]. Cependant, les gains realises par rapport aux cylindres confines par trois
couches onentees a 0° sont assez faibles. En raison de sa plus grande facilite de fabrication, seule
cette demiere configuration est retenue dans la presente etude. L'efifet de la rigidite du
confinement sera mesure ici en faisant varier Ie nombre de couches plutot que leur orientation. Le
confinement avec des fibres de carbone est obtenu en enveloppant les colonnes de deux a cinq
couches de composites, alors que celui avec des fibres d'aramide est assure par des enveloppes
composees de trois, sbc, neufou 12 couches. Un cas fait exception a cette regle. Puisque 1'efifet de
F orientation des lamelles a jusqu'a maintenant ete mesure uniquement sur des cylindres, un
echantillon avec des couches orientees a certains angles est fabrique dans Ie but de verifier si, en
empechant la separation du stratifie dans la direction paraUele aux fibres. Ie comportement
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stmctural d'une section non circulaire peut etre ameliore. II s'agit d'une colonne de section carree
confinee par cinq couches de j&bres de carbone, selon la configuration +15, -15, +15, -15, 0,
laquelle peut etre expnmee, dans une notation simplifiee, sous la forme [±152/0].
3.1.3 Type de section
Les dimensions des colonnes sont fixees selon des criteres d'ordre pratique et economique.
L'espace disponible sous la presse limite la hauteur de la colonne. II faut egalement prevoir
1'espace necessaire pour installer les appareils de mesure autour de celle-ci. De plus, la quantite
de materiaux composites necessaires pour conserver la meme rigidite de confinement augmente
proportionnellement a la surface de la section. Ainsi, pour fin de comparaison avec les essais
d'etudes anterieures sur des cylindres de 150 mm de diametre, les dimensions des colonnes de
section carree sont fixees a 150 mm de cote et celles des colonnes de section rectangulaire a 150 x
200 mm. La hauteur des colonnes est choisie en tenant compte des recommandations suivantes:
selon LAHLOU [1994], 1'elancement d'eprouvettes cylindriques (rapport hauteur / diametre)
utilisees dans les essais avec confinement varie generalement entre 2 et 4; d'apres Ie meme auteur,
un elancement de 2 est suffisant pour obtenir des champs de contrainte et de deformation
uniformes dans Ie tiers central de Feprouvette. En supposant que cette regle s'applique egalement
aux sections non circulaires, il faut que la hauteur des colonnes soit au moins egale a deux fois la
plus grande dimension horizontale, ce qui correspond a 500 mm pour la section rectangulaire. La
hauteur de toutes les colonnes de section prismatique est done ffacee a 500 mm.
Quelques cylindres sont ajoutes pour completer les donnees. Pour les fibres de carbone:
trois cylindres identiques de 100 x 200 mm, confines par deux couches de fibres. Leur rapport de
confinement, defini par Ie rapport de la surface de fibres a la surface de beton d'une section
transversale, est identique a celui de cylindres de 150 mm enveloppes de trois couches de
composites. Pour les fibres d'aramide: quatre cylindres de 150 x 300 mm, confines chacun par une
enveloppe de rigidite difiFerente.
Des essais preliminaires sur des colonnes de section carree, confinees par differentes
configurations d'enveloppe de fibres de carbone et de verre [DEMERS et al., 1994], ont demontre
que des concentrations de contraintes apparaissent pres des coins. La mpture des jfibres de ces
colonnes est survenue dans un coin dans tous les cas. A la lumiere de ces resultats, il a ete decide
de verifier 1'efFet du confinement de colonnes de sections carree et rectangulaire avec des coins
arrondis. Cette modification de la section devrait permettre d'ameliorer leur comportement parce
qu'elle les rapproche d'avantage de la section d'un cylindre. De plus, les coins arrondis devraient
empecher, ou a tout Ie moins reduire Ie poin^onnement des fibres qui se produit lorsque les coins
sont trop pointus. Selon les recommandations du manufacturier, un rayon minimal de 50 mm est
necessaire pour mobiliser la pleine resistance des fibres. Par ailleurs, des essais realises sur ce type
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de materiau [KATSUMATA etal., 1990] ont demontre que, pour des rayons de 25 et 38 mm, la
resistance des fibres est reduite de 7 % et 3 %, respectivement. Le rayon de 38 mm, qui
correspond au quart du cote de 152 mm, est pratiquement Ie maximum possible pour que la
section puisse etre consideree comme carree. D'autre part, si Ie rayon est inferieur a 25 mm, la
resistance des fibres diminue rapidement a cause du poin^onnement. Des rayons de 25 et 38 mm
sont done choisis pour mesurer 1'effet de la variation du rayon des coins. Les coins des colonnes
de reference considerees comme non arrondies ont tout de meme un faible rayon de 5 mm pour
faciliter la mise en place des bandes de materiaux composites.
3.1.4 Fabrication des coloimes
Trois melanges de beton sont utilises pour la fabrication des colonnes. Deux de ceux-d
sont prepares au laboratoire de materiaux de FUniversite de Sherbrooke. L'autre est un beton
commercial. Les echantillons, qui sont decoffres, selon Ie cas, deux ou trois jours apres la coulee,
sont places dans Feau pour poursuivre Ie munssement humidejusqu'a 14 jours. La surface de
beton est par la suite sechee et brossee, avant 1'application d'un appret a base d'epoxyde qui
adhere au beton et qui rend la surface plus dure. Les defauts et imperfections sont repares en
bouchant les trous avec la resine epoxyde utilisee pour Ie collage des fibres de carbone. Les bandes
de fibres sont par la suite collees selon les directives du manufacturier. Les feuilles
unidirectionnelles de fibres de carbone sont appliquees en continu jusqu'a un maximum de trois
couches. La couche exterieure est prolongee pour assurer un chevauchement de 100 mm qui
permet de developper la pleine resistance des fibres, sans glissement. Dans Ie cas de la colonne
avec configuration [±152/0], les couches orientees a des angles de 15° et -15° sont placees une a la
fois, des bandes etroites etant appliquees sous forme helicoidale d'une extremite a 1'autre. Des
bandes de 25 mm de largeur sont ajoutees autour des extremites de toutes les colonnes pour
augmenter localement Ie confinement et eviter que la rupture ne sundenne a cet endroit. La cure de
la resine est prolongee durant au moins quatre semaines pour tous les echantillons, ce qui depasse
les recommandations du manufacturier, lesquelles sont de sept jours aune temperature de 21° C.
Le tableau 3.2 donne les principales caracteristiques des colonnes testees. Les essais sont
divises en six senes. Les colonnes des series 1 a 4, fabriquees avec un beton prepare au laboratoire
de 1'Universite de Sherbrooke, sont confinees avec des fibres de carbone. Celles des series 5 et 6,
fabriquees avec un beton commercial, sont enveloppees de fibres d'aramide. Les dimensions des
cylindres sont de 100 x 200 mm pour la serie 1 et de 150 x 300 mm pour la serie 5. Les
dimensions des colonnes de sections carreeet rectangulaire sont de 152 mm de cote et 152 x 203
mm, respectivement; la longueur est de 500 mm pour les deux types de section. Les coins de
certaines de ces colonnes sont arrondis, avec des rayons de 25 et 38 mm.
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La resistance a la compression du beton non confine, /J , est mesuree sur des cylindres de
152 x 300 mm au moment des tests sur les colonnes confinees, et ce, pour chaque sene d'essais.
Sa valeur est indiquee dans la troisieme colonne du tableau 3.2. La difference de resistance a la
compression de 1.9 MPa de certains essais d'une meme serie (series 2 et 4) s'explique par Ie fait
queles tests sont realises a huit semaines d'intervalle. Les resistances de 42.0 et 43.9 MPa sont
obtenues apres 19 et 27 semaines de murissement, respectivement. Les quatrieme et cinquieme
colonnes du tableau donnent les caracteristiques de Fenveloppe de confinement: Ie materiau utilise
et Ie nombre de couches appliquees. Certains essais sont repetes pour avoir une indication de la
fiabilite des resultats: Ie nombre d'essais identiques est indique dans la demiere colonne.
3.1.5 Chargement et acquisition
Toutes les colonnes sont soumises a un chargement uniaxial en compression jusqu'a la
rupture, sous une presse hydraulique avec controle de deplacement, dont Ie plateau inferieur est
mobile et 1'appui superieur fixe est rotule. Pour assurer Ie parallelisme et la planeite des surfaces
d'appui, une couche mince de sulfure est prealablement appliquee aux deux extremites de la
colonne. Letaux de chargement, quasi-statique, est de 10 p-E/s. La force et les deformations sont
mesurees a intervalles rapproches et les lectures transmises au systeme d'acquisition. La figure
3.2 montre un echantillon en place, juste avant Ie debut du chargement. Le raccourcissement de la
colonne est mesure sur toute sa longueur avec deux LVDT (Linear Variable Dififerential
Transducer) dont les extremites sont fixees aux plateaux de la presse. L'expansion laterale est
mesuree avec des LVDT installes sur des cadres en aluminium. La figure 3.3 illustre ce systeme de
mesure. Les deformations transversales sont mesurees au milieu de deux faces opposees et sur
deux coins opposes, environ a mi-hauteur de la colonne.
3.2 Resultats et analyse
Les resultats des essais de laboratoire sont presentes graphiquement a 1'annexe A, sous
forme de courbes contrainte-deformation. Pour chacune des 33 colonnes confinees qui ont ete
testees, trois graphiques (deux dans certains cas) montrent les deformations calculees a partir des
mesures relevees durant les essais. Sur ces courbes, les deformations sont tracees en fonction de la
contrainte axiale appliquee. La figure du haut presente la deformation axiale; la figure en bas a
gauche, les deformations transversales; et la figure en bas a droite (omise pour certains essais), les
deformations du composite. De ces courbes, il est possible de faire les observations suivantes:
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Deformation axiale en fonction de la contrainte axiale
Typiquement, les courbes presentent une pente initiale qui suit celle du beton non confine
jusqu'a un point d'inflexion, suivie d'une zone de grande deformation plastique. Selon 1'efificacite
du confinement. Ie niveau de contrainte de la zone plastique varie considerablement d'un essai a
1'autre.
Defomiation transversale en fonction de la contrainte axiale
Les deformations transversales, calculees a partir de mesures ponctuelles a certains
endroits typiques, sont une indication de 1'expansion laterale de la colonne due a la charge de
compression axiale (effet de Poisson). Des lectures des deplacements ont ete prises
perpendiculairement aux faces des echantillons de section carree ou rectangulaire, soit au milieu de
deux faces opposees, et selon la diagonalede la section (par rapport a deux coins opposes). Dans
Ie cas des cylindres, les deformations transversales ont ete mesurees radialement.
Pour tous les echantillons de section carree ou rectangulaire, la deformation mesuree
perpendiculairement aux faces augmente beaucoup plus rapidement que celle mesuree
diagonalement, ce qui indique que la pression de confinement exercee par Ie composite est plus
faible pres du milieu des faces que pres des coins. Ainsi, la deformation par rapport au milieu de
deux faces opposees reflete davantage, comparativement a la deformation par rapport a deux coins
opposes, la capacite du confinement de restreindre les deformations laterales.
Deformation du composite en fonction de la contramte axiale
La deformation du composite, dans la direction des fibres, a ete mesuree avec des jauges
collees sur la couche exteme du stratifie. Ie plus pres possible des coins des colonnes. En general,
deux jauges ont ete placees sur chaque echantillon. Les courbes contrainte-deformation tracees a
1'annexe A mettent en evidence la grande variabilite des lectures, et par consequent, la dif&culte de
predire la mpture de 1'enveloppe de confinement en se basant sur 1'evolution de la deformation du
composite au cours du chargement.
Les principales valeurs des contraintes et des deformations de chacun des essais sont
presentees aux tableaux 3.3 et 3.4. Dans la partie gauche de ces tableaux, sont donnees: la
contrainte axiale maximale atteinte lors du chargement,^ max , et la contrainte a la mpture, f^ uu •
Les contraintes ont ete calculees en divisant la force mesuree par la surface de beton, en
supposant que la rigidite du confinement dans 1'axe de la colonne est nulle. Le rapport de ces
contraintes sur la resistance en compression du beton non confine, /J , permet de comparer les
essais des differentes series. Le premier ratio, f.^ max / fc ' lorsqu'il est infeneur a 1'unite, permet
d'identifier les colonnes d'une serie dont Ie beton est moins resistant que la moyenne. Quant au
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deuxieme ratio, il est une bonne indication de FefBcacite du confinement. Un rapport f^ uu / fc
inferieur a 1'unite indique que la resistance a diminue apres avoir atteint un certain pic, alors qu'un
rapport superieur a 1 montre que Ie confinement a permis un gain de resistance. Les deformations
mesurees a la fin du chargement sont donnees dans la partie droite des tableaux 3.3 et 3.4. Les
quatre valeurs qui y sont indiquees, pour chaque essai, correspondent a des lectures prises a la
mpture des echantillons, soient: la defomiation axiale, ^ uu, les deformations transversales, e^ uit
et Ed, uu , mesurees par rapport au milieu de deux faces opposees et par rapport a deux coins
opposes, respectivement; enfin, la deformation du composite dans la direction des fibres, e^uit ,
qui est la moyenne de deuxjauges placees sur des coins opposes.
Dans tous les cas, Ie confinement permet une augmentation appreciable de la ductilite de la
colonne, et pour plus de la moitie des essais, une augmentation de la resistance. Pour la
configuration la plus efficace, la resistance est presque doublee. II est a noter que, contrairement
aux colonnes confinees avec des fibres de carbone, la resistance de toutes les colonnes confinees
avec des fibres d'aramide est augmentee. Meme pour les configurations d'enveloppe les moins
rigides (colonnes 6A, 6B, 6E et 6F), Ie gain de resistance est de pres de 20 %, tel que Findique Ie
rapport^ max// fc • U faut cependant etre prudent dans 1'utilisation de ce rapport pour comparer
les deux types de materiaux. Tel qu'il a deja ete mentionne. Ie calcul de la contrainte axiale
moyenne ne tient pas compte de la portion de la charge reprise par 1'enveloppe de confinement.
Cette hypothese est plus difi&cilement verifiee dans Ie cas des colonnes confinees avec des fibres
d'aramide, etant donnee la ngidite axiale (dans 1'axe de la colonne) relativement importante de
1'enveloppe due aux fibres de latrame qui sont orientees dans cette direction. Le gain de resistance
de la colonne est done attribuable en partie a 1'augmentation de sa section, et il ne doit pas etre
considere uniquement comme une augmentation de la resistance a la compression du beton due au
conj&nement. Le rapport fz, max / fc ^olt etre interprete comme la capacite supplementaire de la
colonne a supporter une charge axiale par rapport a une colonne de section identique sans
confinement.
3.2.1 Fibres de carbone et fibres d'aramide
Le comportement general des colonnes confinees par des materiaux composites est illustre
a la figure 3.4, ou sont montrees les courbes contrainte-deformation de deux colonnes typiques
ayant une section identique (section carree avec des coins arrondis de 25 mm de ray on).
L'echantillon 2D2 est enveloppe de trois couches de fibres de carbone et 1'echantillon 6G de 12
couches de fibres d'aramide. La rigidite de Fenveloppe de confinement des deux colonnes est la
meme puisque Ie rapport des modules elastiques des materiaux (en kN/mm/couche),
E carbone / E aramide -, GSt de 4. LCS Configurations equivalentes de ces echantillons permettront de
comparer les deux materiaux. Sur chaque graphique, sont tracees en fonction de la contrainte
axiale: a droite, la deformation axiale; a gauche, la deformation transversale, mesuree au milieu de
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deux faces opposees. A 1'une de ces courbes est superposee celle d'une colonne non confinee de la
serie 2 (echantillon 2A1).
De F observation des courbes de cette figure, il apparait que les fibres de carbone
reussissent a confiner plus efficacement les colonnes que les fibres d'aramide. La branche post-
pic de la courbe des deformations axiales de la colonne 2D2 presente une courbure convexe. La
rigidite axiale diminue au cours du chargement parce que la fissuration augmente. Quant a la pente
de la courbe des deformations transversales, relativement constante, elle indique que la pression de
confinement augmente proportionnellement a la charge appliquee. Dans Ie cas de la colonne 6G, la
courbure concave dans la zone plastique des deux courbes montre que la rigidite du confinement
augmente durant Ie chargement. Tel que mentionne a la sous-section 3.1.1, Ie comportement du
tisse d'aramide est non lineaire et sa rigidite initiale est peu elevee. Ce comportement fait en sorte
que la pression de confinement exercee sur la colonne est faible au debut du chargement. Les
deformations laterales etant peu restreintes, la fissuration peut se propager d'avantage. II en
resulte une baisse de resistance au debut de la branche post-pic (comportement legerement
adoucissant).
3.2.2 Variation de la rigidite du confinement
Les figures 3.5 a 3.13 montrent 1'effet de la variation de la rigidite du confinement sur Ie
comportement de colonnes de differentes sections. Sur chaque figure, sont supeq)osees les
courbes contrainte-deformation de colonnes d'une meme serie et de section identique (memes
dimensions et coins arrondis avec Ie meme rayon). La rigidite de 1'enveloppe de confinement est
indiquee sur la figure par Ie type de materiau composite et Ie nombre de couches formant celle-ci.
Les colonnes des figures 3.5 a 3.9 sont confinees par des fibres de carbone. Le nombre de
couches varie de trois a cinq. Sur les figures 3.5, 3.6 et 3.9, les courbes en trait plein sont celles de
colonnes dont Ie beton aune resistance de 42.0 MPa; les courbes en trait discontinu sont celles de
colonnes faites du meme beton, mais dont la periode de murissement supplementaire de huit
semaines lui a permis d'atteindre une resistance de 43.9 MPa.
Pour les colonnes avec des coins non arrondis, la resistance est peu affectee par
Faugmentation du nombre de couches, contrairement a la deformation axiale ultime, qui est
augmentee defa9on importante. Les courbes des echantillons 2B et 2C, tracees a la figure 3.5, se
superposent assez bien. La colonne confinee par cinq couches atteint cependant une defomiation
axiale a la rupture de 1.02 %, comparativement a 0.69 % pour la colonne avec trois couches. La
difference de contrainte axiale entre les deux courbes est attribuable principalement a la difiFerence
de resistance a la compression du beton. II est a noter que la contrainte axiale maximale de la
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colonne 2B est inferieure a celle de 1'echantillon non confine, ce qui est probablement du a un
defaut de fabrication de la colonne.
Pour les colonnes avec des coins arrondis (figures 3.6 a 3.9), 1'augmentation de la rigidite
du confinement entrame generalement une augmentation de la resistance et de la ductilite. Le point
d'inflexion de la courbe contrainte-deformation axiale apparait a peu pres au meme niveau, mais la
pente de la zone plastique est plus forte. Une exception cependant: la colonne 2F, de
configuration [±152/0], montree a la figure 3.6. Le comportement de cet echantillon presente deux
particularites. D'abord, Ie point d'inflexion apparait a un niveau de contrainte plus eleve, ce qui
est probablement du a la composante verticale des fibres onentees a des angles de 15° et -15° qui
augmente la rigidite axiale de la colonne. Puis, il y a une chute marquee de la resistance, depuis Ie
milieu du chargementjusqu'a la rupture finale. II est possible qu'une des couches interieures se
soit rompue prematurement, entrainant une baisse de la rigidite. Cela demeure toutefois une
hypothese, aucune observation en ce sens n'ayant pu Ie confirmer. Mis a part cet essai, Ie fait
d'aj outer une couche de fibres de carbone supplementaire a permis, selon Ie cas, d'augmenter
davantage la resistance (figures 3.7 et 3.9) ou la ductilite (figure 3.8). Selon les courbes de la figure
3.7, la contrainte axiale ultime de la colonne 3C est de 10 % superieure a celle de la colonne 3B,
alors que 1'augmentation de la deformation axiale ultime due a la couche de fibres supplementaire
n'est que de 2 %. L'augmentation de resistance (42 %) est egalement superieure a 1'augmentation
de ductilite (18 %) dans Ie cas des colonnes 4D et 4C, montrees a la figure 3.9. L'inverse est
observe pour les colonnes 3E et 3D de la figure 3.8, ou 1'augmentation de la deformation ultime
(24 %) est plus elevee que 1'augmentation de la contrainte ultime (15 %).
Les figures 3.10 a 3.13 presentent Ie meme type de courbes, pour les cylindres et les
colonnes de section carree confines par des fibres d'aramide. Le nombre de couches varie de trois a
12. La resistance du beton, /' , est la meme dans tous les cas. Les observations suivantes sont
tirees de ces graphiques.
Plus Ie nombre de couches (et par consequent la rigidite du confinement) est eleve, plus
grandes sont la resistance et la deformation axiale a la mpture. La relation contrainte-defonnation
presente les memes caractenstiques que celles des colonnes avec confinement par des fibres de
carbone: une pente mitiale elastique; un point d'inflexion et une zone plastique. Cependant, a
cause de la rigidite plus faible des fibres d'aramide au debut du chargement. Ie comportement est
tres souvent adoucissant. Dans presque tous les cas, la resistance diminue apres avoir atteint Ie
point (Tinflexion et, lorsqu'elle augmente a nouveau, les deformations axiales sont importantes
(environ 0.5 %). II faut egalement noter que Faugmentation du nombre de couches fait monter Ie
point d'inflexion a un niveau de contrainte plus haut. La contrainte au pic de resistance est, en
moyenne, de 2 MPa plus elevee chaque fois que trois couches sont ajoutees.
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3.2.3 Variation du rayon des coins
La figure 3.14 montre les courbes de trois colonnes confinees par trois couches de fibres de
carbone, de section carree, superposees a celle d'une colonne sans confinement. Le rayon des
coins de chacune de ces trois colonnes est different. On voit qu'en augmentant Ie rayon,
1'efBcacite du confinement est amelioreode fa^on significative. De plus, ces courbes illustrent les
trois comportements possibles dans la zone post-pic: pour R=5 mm, Ie comportement est
adoucissant; pour R=25 mm, il y a un ecoulement plastique parfait; pour R= 3 8 mm,
Fecoulement est raidissant. En general, plus la pente de la branche post-pic est elevee, plus la
deformation axiale est grande et plus la deformation transversale est petite.
Le comportement de colonnes de section rectangulaire avec trois couches de fibres de
carbone est illustre a la figure 3.15. Pour ces essais, la resistance est plus grande et la deformation
transversale ultime legerement inferieure pour la colonne dont Ie rayon est plus important, mais la
deformation axiale a la mpture des deux essais est presque identique.
II s'avere interessant de comparer les essais 4E et 2D2, dont Ie comportement est tres
semblable. II s'agit de colonnes fabriquees a partir de la meme gachee de beton (meme /J). Dans
Ie premier cas, la section est rectangulaire avec un rayon de 38 mm; dans Ie second cas, la section
est carree avec un rayon de 25 mm. Les rapports des rayons, R, aux longueurs des cotes longs, D,
sont de 0.188 et 0.167, respectivement. Les ratios de confinement, Af/Ac, ou Afest la surface de
fibres et Ac est la surface de beton d'une section transversale, sont de 1.41 % et 1.66 %. Regle
generale, plus R /D et Af/Ac sont grands, plus Ie confinement est efficace. Ces ratios pourraient
permettre de comparer les differents essais. Ainsi, Ie premier ratio favorise la colonne 4E et Ie
second, la colonne 2D2. Le produit des deux ratios donne 0.272 dans Ie premier cas et 0.278 dans
Ie second. Ce produit, quelque peu superieur dans Ie cas de la colonne carree, correspond assez
bien aux resultats observes: Ie comportement post-pic de la colonne rectangulaire est legerement
adoucissant alors que celui de la colonne carree est a ecoulement parfait. Par contre, les
echantillons 6G et 61, qui presentent des produits R/D * Af/Ac quasi identiques (1.56 et 1.55,
respectivement), se comportent differemment, la chute de resistance apres Ie pic etant plus
marquee dans Ie cas de Fechantillon 61. De plus, la contrainte axiale a la rupture de la colonne 6G
est pres de 15 % superieure a celle de la colonne 61.
Les deux ratios, ainsi que leur produit, sont calcules pour toutes les colonnes confinees qui
ont ete testees. Ces valeurs sont donnees au tableau 3.5, auquel a ete ajoute Ie rapport fz,uu/ f c
deja presente aux tableaux 3.3 et 3.4, lequel se veut une bonne indication de PefBcacite du
confinement. La valeur donnee dans la demiere colonne du tableau 3.5, pour 1'essai 1A,
correspond a la moyenne des trois echantillons; les valeurs donnees pour les essais 2D et 2G
correspondent, dans chacun des cas, a la moyenne des deux echantillons. Ces ratios et leur produit
sont presentes plutot a titre indicatif, pour montrer leur influence sur Ie comportement des
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colonnes et pour permettre certains comparaisons entre les essais. Evidemment, les comparaisons
ne sont possibles qu'entre des essais d'une meme serie puisque les ratios ne tiennent compte ni
des proprietes mecaniques des materiaux composites, ni de la resistance du beton.
Les courbes de colonnes confinees par quatre et cinq couches de fibres de carbone sont
tracees aux figures 3.16 et 3.17. Le rayon des coins est de 25 et 38 mm. Ces resultats montrent
que, meme pour des ratios de confinement eleves, la resistance et la ductilite sont augmentees
quand Ie rayon est plus grand.
Des courbes semblables, pour les colonnes enveloppees de fibres d'aramide, sont
presentees aux figures 3.18 a 3.21. Pour ces essais, Ie nombre de couches varie de trois a 12 selon
Ie graphique. La figure 3.18 montre les colonnes confinees par trois couches. Avec un confinement
aussi peu rigide, la resistance diminue rapidement apres Ie pic. Meme pour Ie cylindre (R = 76
mm). Ie comportement post-pic est adoucissant. C'est d'ailleurs Ie seul cylindre dont la
deformation transversale (ou radiale) a la mpture est plus grande que la deformation axiale.
Les figures 3.19 a 3.21 montrent qu'en augmentant la rigidite du confinement par 1'ajout de
couches additionnelles, Ie comportement est de beaucoup ameliore. fl est a noter que dans Ie cas
des colonnes dont les coins ne sont pas an-ondis (R = 5 mm), peu importe Ie nombre de couches,
la deformation plastique se produit a une contrainte plus faible que /J (environ 50% a 60% de
/<;).
3.2.4 Rupture des coloimes
La mpture des colonnes survient lorsque 1'enveloppe de confinement cede. A cause du
comportement fragile des materiaux composites (autant les fibres de carbone que les fibres
d'aramide), cette mpture est soudaine, sans avertissement. Selon Ie type de materiau de
confinement utilise, differentes observations sont tirees de 1'examen des echantillons testes.
En ce qui conceme les colonnes confinees avec des fibres de carbone, il faut souligner les
caracteristiques suivantes. A la mpture, il y a peu de delaminage entre les couches adjacentes. En
general, la mpture est nette, perpendiculaire aux fibres. En quelques occasions seulement, il y a un
leger glissement de 1'extremite de la couche exterieure. Dans presque tous les cas, la rupture de
1'enveloppe survient sur un coin, exactement a la fin de I'arrondi, et ce peu importe Ie rayon des
coins. La deformation du composite a la rupture est generalement faible (moins de 1 %) a cause du
poin9onnement des fibres; elle est evidemment plus importante quand Ie rayon des coins est plus
grand. Dans Ie cas des colonnes faiblement confinees, soit celles avec des coins non arrondis ou
confinees par seulement trois couches de fibres, 1'enveloppe se rompt sur une longueur de 50 a
150 mm. Par centre, dans Ie cas des colonnes fortement confinees (rayon des coins de 25 ou 38
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mm et enveloppe formee de quatre ou cinq couches) Ie confinement cede sur la presque totalite de
la hauteur. A la rupture, ces colonnes ont atteint une grande deformation axiale et elles eclatent
litteralement, liberant d'un coup une grande quantite d'energie emmagasinee au cours du
chargement.
Les figures 3.22 et 3.23 montrent la zone de mpture de deux colonnes typiques, Fune
faiblement et 1'autre fortement confinees. La colonne 2B de la figure 3.22 est peu endommagee.
Des macro-fissures se sont developpees dans Ie beton mais aucun bloc ne s'est detache. La
colonne 3E de la figure 3.23 est, quant a elle, tres detenoree sinon completement detruite. La
grande rigidite de son confinement a permis d'augmenter considerablement sa resistance, qui est
passee de 35.8 a 68.8 MPa, et d'atteindre une grande deformation axiale (2.39 %). La figure
montre les deux cones de mpture et la partie centrale de la colonne, qui a pu etre detachee du
noyau de beton, et qui est presque completement pulverisee. Le cas de la colonne 2F, de
configuration [±152/0], est particulier. Lampture s'est amorceedans un coin, puis s'est propagee
au coin adjacent en traversant la face, en suivant 1'orientation des fibres (15°). La figure 3.24
montre la zone de endommagee de cet echantillon.
La rupture des colonnes confinees avec des fibres d'aramide presente des caracteristiques
differentes de celles confinees avec des fibres de carbone. Les fibres orientees dans 1'axe vertical
(trame) supportent les fibres de la chaine et les rendent solidaires les unes des autres. La rupture
est beaucoup moins localisee. Dans tous les cas, 1'enveloppe est dechiree sur presque toute la
hauteur, tel qu'illustre a la figure 3.25 De plus, la faible rigidite du confinement au debut du
chargement fait que 1'expansion laterale de la colonne est plus grande. La section s'arrondit
davantage et Ie poin9onnement des fibres par les coins est moins important. La figure 3.25 montre
d'ailleurs que Fenveloppe de la colonne 6D (a droite sur la figure) s'est dechiree au milieu d'une
face meme si Ie rayon des coins est de seulement 5 mm. La deformation du composite a la rupture,
mesuree pres des coins, depasse generalement 1 %.
3.2.5 Evaluation de la ductilite
Un materiau ou une structure sont dits ductiles lorsqu'ils peuvent etre Ie siege de grandes
deformations inelastiques sans perte substantielle de resistance. Plusieurs approches ont ete
proposees pour definir et caracteriser la ductilite des colonnes sous compression centree. L'une
d'elle semble particulierement adaptee au comportement observe avec Ie type de colonnes testees
dans cette etude. Selon cette approche, la ductilite est caracterisee par 1'aire sous la courbe a-e
(contrainte axiale en fonction de la deformation axiale), laquelle est une indication de 1'energie de
deformation accumulee par la structure au cours du chargement. Deux fomiulations, sous forme de
ratios, sont retenues: la premiere compare 1'aire sous la courbe apres Ie pic a celle avant Ie pic; la
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seconde mesure 1'ecart entre Ie comportement reel et celui d'un materiau elastique-parfaitement
plastique. Ces deux rapports sont les suivants:
(1) A post /A pic , qui renseigne sur la reserve de deformabilite apres Ie pic. Plus ce rapport est
grand, plus la ductilite est importante [SINTEF, 1989].
(2) A tot/A ep , qui en s'approchant de 1'unite, indique un comportement devenant presque
elastique-parfaitement plastique. Un ratio superieur a 1 correspond a un
comportement a ecrouissage [LAHLOU, 1994].
Les parametres A post, A p,c, A tot et A ep sont definis a la figure 3.26. Sur cette figure, A tot
est 1'aire sous la courbe a-e (somme des deux surfaces hachurees), alors que A ep est Faire totale
delimitee par la pente elastique et Ie plateau plastique (somme de la surface grise et des surfaces
hachurees). Pour les colonnes fortement confinees, Ie comportement post-pic est raidissant et il
est difficile de fbcer la valeur de la contrainte/^c montree sur la figure. Les differentes zones sont
done delimitees comme suit. La deformation longitudinale a la rupture d'un echantillon non
confine (deformation correspondant a /J ), s co , est d'abord determinee. Cette deformation est
mesuree sur un echantillon sans confinement de chaque serie d'essais. La valeur de f pic d'une
colonne confinee est par la suite definie par la contrainte correspondant a la deformation s co
mesuree sur une colonne non conjfinee de la meme serie. Lavaleur de/p,c est utilisee pour delimiter
les surfaces pre-pic et post-pic. Les valeurs des deux rapports de toutes les colonnes confinees
testees sont donnees au tableau 3.5.
Le ratio A post /A p,c fait ressortir principalement les echantillons qui ont atteint une grande
deformation axiale, et ce, meme si la deformation plastique s'est produite a un niveau de
contrainte inferieur a /J . Les colonnes fortement confinees, comme les sections cylindriques
(series 1 et 5) ou les sections carrees avec des coins arrondis (serie 3), presentent toutes un ratio
eleve (superieur a 10.0, sauf pour Ie cylindre 5A). Par contre, certaines colonnes faiblement
confinees, comme les sections carrees et rectangulaires avec des coins non arrondis, presentent un
rapport supeneur a 3.0 (echantillons 2C, 4B et 6B); ce ratio atteint presque 8.0 pour I'echantillon
6C et il depasse 16.0 pour la colonne 6D.
Le ratio A tot / A ep met en evidence les colonnes dont Ie comportement post-pic est
similaire a celui d'un materiau ecrouissable. Selon les resultats montres au tableau 3.6, seuls les
echantillons fortement confines presentent un rapport superieur a 1.0. Puisque, selon la definition
de la ductilite, la deformation plastique doit se produire sans perte substantielle de resistance, ce
second ratio est mieux adapte que Ie premier pour caracteriser la ductilite des colonnes carrees ou
rectangulaires confinees avec des matenaux composites. Ainsi, pour ce type d'essais, les
echantillons dont Ie rapport A tot / A ep est legerement inferieur, egal ou superieur a 1.0 peuvent
etre consideres comme ductiles.
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TABLEAU 3.1: PROPRffiTES DES MATERIAUX COMPOSITES
Materiau
Fibres de carbone
Fibres d'aramide
Mesurees
Spedfiees
Mesurees
(GPA)
82.7
13.6
E
(kN/mm/c)
24.3
24.8
5.71
(MPa)
1265
230
x
(N/mm/c)
308
380
96.6
£ult
(%)
1.25
1.50
1.69
/
(mm)
0.30
0.42
TABLEAU 3.2: LISTE DES COLONNES
Colonne
1A
Section
Circul. 0=100 +
•_'
c
(MPa)
42.0
Confinement
Carbone
Couches
2
Essais
3
2A
2B
2C
2D
2E
2F
2G
Carrce
CaireeR=5++
CarreeR=5
CarreeR=25
CarreeR=25
CarreeR=25
CarreeR=38
42.0
42.0
43.9
42.0
43.9
43.9
42.0
N. C.
Carbone
Carbone
Carbone
Carbone
Carbone
Carbone
3A
3B
3C
3D
3E
Carree
CarreeR=25
CarreeR=25
Carrie R=38
CaireeR=38
35.8
35.8
35.8
35.8
35.8
N. C.
Carbone
Carbone
Carbone
Carbone
4A
4B
4C
4D
4E
Rect.
Rect.
Rect.
Rect.
Rect.
R=5
R=25
R=25
R=38
42.0
43.9
42.0
43.9
42.0
N. C.
Carbone
Carbone
Carbone
Carbone
5A
5B
5C
5D
Circul. 0=150
Circul. 0=150
Circul. 0=150
Circul. 0=150
43.0
43.0
43.0
43.0
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
3
6
9
12
6A
6B
6C
6D
6E
6F
6G
6H
61
6J
CarreeR=5
CarreeR=5
CarreeR=5
CarreeR=5
CarreeR=25
CarreeR=25
CarreeR=25
CarreeR=25
CarreeR=38
CarreeR=38
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
43.0
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
Aramide
3
6
9
12
3
6
9
12
6
9
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
++
0 est Ie diametre du cylindre
R est Ie rayon des coins de la colonne
L'orientation des fibres de 1'enveloppe de confinement est [±152/0]
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TABLEAU 3.3: RESULTATS, FffiRES DE CARBONE
Colonne
1A1
1A2
1A3_
2A1
2A2
2B
2C
2D1
2D2
2E
2F
2G1
2G2
3A1
3A2
3B
3C
3D
3E
4A
4B
4C
4D
4E
TABLEAU
Colonne
5A
5B
5C
5D
6A
6B
6C
6D
6E
6F
6G
6H
61
6J
i. max
(MPa)
73.5
73.3
67.5
41.5
43.5
39.4
44.1
42.1
44.1
50.8
47.9
47.3
50.4
34.6
36.2
52.4
57.7
59.5
68.8
42.2
44.2
41.9
44.5
43.6
3.4:
7. max
(MPa)
47.5
58.7
71.1
74.4
50.8
51.5
53.8
54.3
51.2
51.1
53.2
55.2
50.9
52.7
Contrainte axiale
".
z. max ' J c
1.75
1.75
1.61
0.99
1.04
0.94
1.00
0.99
1.03
1.16
1.09
1.13
1.20
0.97
1.01
1.46
1.61
1.66
1.92
1.00
1.01
1.00
1.01
1.04
Fz. uU
(MPa)
73.5
73.3
67.5
25.0
32.1
42.1
43.2
50.8
46.0
47.3
49.0
52.4
57.7
59.5
68.8
27.1
29.8
42.2
42.1
Fz. ult ' J a
1.75
1.75
1.61
0.60
0.73
0.99
1.01
1.16
1.05
1.13
1.F7
1.46
1.61
1.66
1.92
0.62
0.70
0.96
1.00
£ Z, M;t
(%)
1.60
1.57
1.35
0.69
1.02
0.94
0.89
1.35
0.90
1.08
1.16
2.04
2.12
1.92
2.39
0.98
0.79
0.93
0.85
RESULTATS, FIBRES D'ARAMEDE
Contrainte axiale
''.
z. max ' J c
1.10
1.37
1.65
1.73
1.18
1.20
1.25
1.26
1.19
1.19
1.24
1.28
1.18
1.23
'?.. uU
(MPa)
43.3
58.7
71.1
74.4
23.8
28.5
35.0
47.0
30.6
44.3
49.9
57.1
44.0
52.7
F7. UU ' J C
1.01
1.37
1.65
1^3_
0.55
0.66
0.81
1.09
0.71
1.03
1.16
1.33
1.02
1.23
£\uU
(%)
1.11
1.47
1.69
1.74
1.06
1.49
2.08
1.24
0.79
0.97
1.10
1.26
0.96
1.18
Deformations
£ (, ult
(%)
0.89
0.95
0.80
3.11
3.05
2.18
1.56
2.49
2.05
1.99
1.79
2.91
2.57
1.87
2.29
2.17
2.88
3.10
2.04
s d, ult
(%)
0.92
0.71
0.49
0.57
0.55
0.75
0.55
0.54
0.58
0.54
0.56
0.64
0.74
0.54
0.55
0.66
Deformations
£t.ult
(%)
1.55
1.39
1.33
1.18
2.60
2.68
3.00
6.52
2.64
2.11
2.57
2.24
0.69
1.75
£ d, ult
(%)
0.54
1.08
0.33
0.78
0.74
0.98
0.48
0.33
e.f, ult
(%)
0.23
0.44
0.56
0.63
0.59
0.51
0.71
1.61
0.70
0.65
0.89
0.86
0.43
0.74
0.53
0.68
/ ult
(%)
1.53
0.79
1.30
1.48
0.90
1.12
1.27
0.94
1.04
1.05
0.97
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TABLEAU 3.5: INFLUENCE DE LA SECTION ET DU RATIO DE CONFINEMENT
SURLE COMPORTEMENT DES COLONNES
Colonne
1A
2B
2C
2D
2E
2F
2G
3B
3C
3D
3E
4B
4C
4D
4E
5A
5B
5C
5D
6A
6B
6C
6D
6E
6F
6G
6H
61
6J
R/D
0.500
0.033
0.033
0.167
0.167
0.167
0.250
0.167
0.167
0.250
0.250
0.025
0.125
0.125
0.190
0.500
0.500
0.500
0.500
0.033
0.033
0.033
0.033
0.167
0.167
0.167
0.167
0.250
0.250
Af /Ac
0.018
0.017
0.029
0.017
0.022
0.028
0.017
0.022
0.028
0.022
0.028
0.029
0.017
0.023
0.014
0.034
0.068
0.102
0.135
0.032
0.065
0.097
0.129
0.031
0.062
0.093
0.125
0.062
0.093
R/D^Af/Ac
(*100)
0.900
0.058
0.096
0.278
0.370
0.463
0.415
0.370
0.463
0.553
0.690
0.073
0.213
0.284
0.272
1.70
3.39
5.08
6.77
0.108
0.215
0.323
0.430
0.518
1.04
1.56
2.08
1.55
2.32
fz.ult /fc
1.70
0.60
0.73
1.00
1.16
1.05
1.15
1.46
1.61
1.66
1.92
0.62
0.70
0.96
1.00
1.10
1.37
1.65
1.73
0.55
0.66
0.81
1.09
0.71
1.03
1.16
1.33
1.02
1.23
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TABLEAU 3.6: EVALUATION DE LA DUCTDJTE DES COLONNES
Colonne A ^/A ^ A tot/Apost' •rL pic •n- to ' •ri ep
1A1 12.6 1.40
1A2 13.5 1.41
1A3 11.1 1.34
2B
2C
2D1
2D2
2E
2F
2G1
2G2
2.08
3.63
3.50
3.62
6.98
3.97
5.04
5.70
0.85
0.85
0.97
1.02
1.07
1.06
1.03
1.11
3B
3C
3D
3E
4B
4C
4D
4E
5A
5B
5C
5D
14.4
17.0
15.3
20.7
3.53
2.71
3.69
3.63
5.46
10.9
11.6
11.9
1.25
1.17
1.33
1.49
0.82
0.90
0.99
LOL
0.94
1.10
1.13
1.30
6A
6B
6C
6D
6E
6F
6G
6H
61
6J
2.98
4.19
7.96
16.2
2.21
3.83
4.76
6.79
3.73
5.72
0.67
0.60
0.73
0.86
0.77
0.94
0.98
1.09
0.95
1.02
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Figure 3.1: Relation contrainte-deformation des materiaux composites
1.5
Figure 3.2: Echantillon en place sous la presse
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Figure 3.3: Systeme de mesure des deformations transversales
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Figure 3.4: Courbe contrainte-deformation de colonnes confmees: (a) avec des fibres d'ara-
mide; (b) avec des fibres de carbone
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Figure 3.5 : Variation du nombre de couches sur une colonne can-ee (carbone, R=5 mm)
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Figure 3.6: Variation du nombre de couches sur une colonne carree (carbone, R=25 mm)
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Figure 3.7 : Variation du nombre de couches sur une colonne carree (carbone, R=25 mm)
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Figure 3.8 : Variation du nombre de couches sur une colonne carree (carbone, R=38 mm)
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Figure 3.9 : Variation du nombre de couches, colonne rectangulaire (carbone, R=25 mm)
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Figure 3.10: Variation du nombre de couches sur une colonne carree (aramide, R=5 mm)
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Figure 3.11: Variation du nombre de couches sur une colonne carree (aramide, R=25 mm)
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Figure 3.12 : Variation du nombre de couches sur une colonne carree (aramide, R=38 mm)
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Figure 3.13 : Variation du nombre de couches sur un cylindre (aramide, R=76)
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Figure 3.14: Variation du ray on des coins d'une colonne carree (carbone, 3 couches)
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Figure 3.15: Variation du ray on des coins d'une colonne rectangulaire (carbone, 3 couches)
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Figure 3.16: Variation du ray on des coins d'une colonne carree (carbone, 4 couches)
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Figure 3.17: Variation du ray on des coins d'une colonne carree (carbone, 5 couches)
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Figure 3.18: Variation du ray on des coins de la colonne (aramide, 3 couches)
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Figure 3.19: Variation du ray on des coins de la colonne (aramide, 6 couches)
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Figure 3.20: Variation du rayon des coins de la colonne (aramide, 9 couches)
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Figure 3.21: Variation du rayon des coins de la colonne (aramide, 12 couches)
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Figure 3.22: Zone de rupture typique d'une colonne faiblement confinee
Figure 3.23: Rupture d'une colonne fortement confmee (echantillon 3E)
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Figure 3.24: Zone de mpture de la colonne 2F
Figure 3.25: Rupture typique de colonnes confmees
avec des fibres d'aramide
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Figure 3.26: Parametres definissant la ductilite
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4. MODELISATION DU COMPORTEMENT DES MATERIAUX
4.1 Les materiaux composites
Les materiaux composites a fibres longues ont un comportement anisotrope et
essentiellement lineaire elastiquejusqu'a lampture, qui est decrit par la loi de Hooke generalisee.
Selon la notation tensorielle, cette loi s'ecrit, sous forme contractee:
Of] = Cijki Ski O'J, k,l= 1, 2, 3) (4.1)
Dans cette equation, o;y, C,jki et c,^ sont les tenseurs des contraintes, des constantes de rigidite et
des deformations, respectivement. Pour Ie cas general des matenaux orthotropes, Ie tenseur Cyki
contient 21 constantes independantes. Cependant, pour les materiaux transversalement isotropes,
tel une mono-couche unidirectionnelle, ce nombre est reduit a cinq. La notation simplifiee suivante
peut alors etreutilisee:
an = ai
^11 =<%
<^3=<^
Ol3 = 04
<%$=0r5
^12 = Or6
£n=
^22=
^33 =
£13=
^23=
£12=
£l
®2
^3
£4
£5
^6
La relation (4.1) devient, exprimee sous forme matricielle complete:
crl
^2
^3
<^4
<^5
Or6
'11 '12
'22
'12
c23
c33
SYM.
Czz
0
0
0
c»
0
0
0
0
a
0 -
0
0
0
0
c,55
(4.2)
Les equations qui suivent permettent d'etablir les relations entre les composantes du tenseur Cy et
les constantes de 1'ingenieur [AWERBUCH, 1985]:
Cn=(W)^u
C22 = (1-^12 V2l) VEiz
Cl2 = ^21 (1 + ^23) V En = vn (I + v^) VEa^ (4.3)
^23 = (^23 + ^12 V2l) VEiz
C44 = (^22 - C23)/2 =(1 - ^3 -2 ^i2 ^2l) ^£22 / 2
€55 = G\1
OU V= [(1 + ^23 ) (1 - ^23 - 2 Vl2 ^2l)] -1
V,j=-£j/S,
Les constantes E\ et£z sont les modules d'elasticite dans les axes 1 et 2;
v\i ,z»2i et i>23 sont les coefificients de Poisson;
Gi2 est Ie module de cisaillement.
Ces constantes sont determinees a partir d'essais sur des echantillons uniaxiaux.
4.2 Le beton confine
La figure 4.1 montre une courbe contrainte-deformation axiale typique d'un beton charge
en tension (deformations negatives) ou en compression (deformations positives) jusqu'a la
rupture. La partie droite de la courbe montre que dans Ie cas d'un chargement en compression, Ie
materiau presente un comportement initial lineaire, jusqu'au point A, pour ensuite perdre
progressivement sa rigidite a cause de la micro-fissuration inteme, et ce, jusqu'a la fin de la zone
d'ecoulement plastique au point D. Ladeformation totale du materiau plastique, e, est la somme
de la deformation reversible elastique, se, et de la deformation plastique permanente, ep. Les
portions plastiques AC et CD de la courbe correspondent au comportement d'un materiau
ecrouissable et a celui d'un materiau elastique-parfaitement plastique, respectivement. Un
materiau est considere parfaitement plastique ou ecrouissable selon qu'il permet ou non un
changement de deformation permanente sous une charge constante. Pour Ie beton, la pratique
courante est d'assumer qu'il est un matenau elastique-parfaitement plastique en compression et
un materiau elastique fragile en tension. Un critere d'ecoulement pour la plasticite en
compression, ainsi qu'un critere de contrainte normale maximale pour la mpture en tension sont
generalement adoptes pour decrire son comportement [CHEN, 1982].
Sous une forte compression triaxiale, il est connu que Ie beton peut se deformer tel un
materiau ductile en suivant la surface d'ecoulement avant d'attemdre sa deformation ultime. Pour
tenir compte de cette propriete du beton a se deformer plastiquement avant la mpture, un modele
parfaitement plastique tel que montre schematiquement a la figure 4.2 est introduit. La premiere
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etape de cette theorie consiste a etablir les relations contraintes-deformations, lesquelles sont
decrites dans la presente section.
4.2.1 Criteres de chargement et de dechargement
Dans Ie cas d'un materiau elastique-parfaitement plastique, Ie comportement general sous
un etat de contraintes triaxiales complexe peut etre defini par les enonces suivants:
1. Le materiau est elastique tant qu'il n'a pas atteint la limite elastique, c'est-a-dire tant
qu'une certaine fontion des composantes des contraintes n'a pas atteint une certaine
valeur. C'est la fonction d'ecoulement:
f(a,)=k (4.4)
2. Puis, la deformation plastique se produit sans limite. Pour que 1'ecoulement plastique
puisse continuer, 1'etat de contrainte doit demeurer sur la surface d'ecoulement. C'est Ie
critere de chargement.
3. Get ecoulement plastique est permanent, c'est-a-dire qu'il demeure quand les contraintes
sont enlevees ou quand 1'etat des contraintes descend sous la limite d'ecoulement. C'est Ie
critere de dechargement.
La surface d'ecoulement de 1'equation (4.4) peut etre interpretee geometriquement comme une
surface dans 1'espace des contraintes. Pour un materiau isotrope comme Ie beton, il est possible
de considerer seulement les contraintes principales 01, 02, ch, .Un espace atrois dimensions peut
done etre utilise. Pour un materiau parfaitement plastique, la fonction d'ecoulement
/(o"i, 02, c^^) = A;est une surface fixe dans 1'espace des contraintes; chaque point a 1'interieur de
la surface represente un etat elastique de contraintes et chaque point sur la surface un etat
plastique.
Puisque, selon les enonces ci-dessus, les deformations plastiques sp,j sont illimitees
durant 1'ecoulement, il faut penser en termes de taux de deformations, £y , ou de changements
infinitesimaux de deformations, dsy . Ces increments de deformations sont obtenus de la somme
des increments de deformations elastiques et plastiques:
dey=dse,j+dsp,j (4.5)
La loi de Hooke permet de decrire la relation entre les increments de contraintes et les
deformations elastiques. Ainsi, la loi de comportement d'un materiau plastique est reduite
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essentiellement a la relation liant Fetat actuel des contraintes et les increments de contraintes aux
deformations plastiques. Cette relation est decrite aux sous-sections 4.2.3 et 4.2.4 pour un
matenau parfaitement plastique.
Lafonction/ de 1'equation (4.4) est une surface fixe alors que Oy et day sont definis
comme des vecteurs de contraintes et d'increments de contraintes dans 1'espace des contraintes.
Pour un materiau parfaitement plastique, 1'etat de contraintes ne peut sortir de la surface
d'ecoulement. L'ecoulement plastique se produit quand 1'etat de contraintes est sur la surface
d'ecoulement et que la charge additionnelle da,j demeure sur cette surface, done dans Ie plan
tangent a la surface. Done, la condition pour que 1'ecoulement plastique puisse se produire, ou Ie
critere de chargement est:
,(,)-* < ^.^^,.» («>
et Ie critere de dechargement est:
Off (ay) =k et df = — rfcr, < 0 (4.7)
9a,
4.2.2 Tenseur des defonnations elastiques
Les increments de deformations elastiques sont donnes par la loi de Hooke generalisee.
Sous une forme contractee:
d^ij = Cfjki dcfki (4.8)
Pour les materiaux isotropes elastiques, Ie tenseur des increments des deformations prend la forme
[CHEN, 1982]:
d^\ ':- —: ^^ 6. + —: ^. (4.9)-y ^K^IVV ' 2G^y
ou les modules K et G peuvent etre exprimes en fonction des invariants du tenseur des
contraintes:
K=K(I^) G=G(Jr2) (4.10)
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4.2.3 Tenseur des deformations plastiques
Pour definir Ie tenseur des deformations plastiques. Ie concept de potentiel plastique g(ay)
est introduit, lequel permet d'ecnre les equations d'ecoulement plastique sous la forme:
dspy = dK-^- (4.11)
ffOy
ou dK est un facteur de proportionnalite scalaire positif qui est different de zero seulement quand
les defomiations plastiques apparaissent. L'equation ^(Oy) = constante definit une surface de
potentiel plastique dans 1'espace des contraintes. Les cosinus directeurs du vecteur nonnal a cette
surface au point Oy sur la surface sont proportionnels a 6g /<?o;y. La relation 4.11 implique par
consequent que Ie vecteur d'ecoulement plastique, cispy, est oriente suivant la normale a la surface
de potentiel plastique. Dans Ie cas ou la fonction d'ecoulement et Ie potentiel plastique
coi'ncident, c'est-a-dire quand/= g :
dep, = d^-v- (4.12)
<?or,
et 1'ecoulement plastique se produit suivant la normale a la surface, 9f /QOij . La relation 4.12 est
appelee la regled'ecoulement associee.
4.2.4 Modeles elastiques-parfaitement plastiques pour Ie beton
La relation contrainte-defomiation complete pour Ie beton est developpee en trois parties:
(1) avant la plasticite, (2) durant 1'ecoulement plastique et (3) apres la mpture. Avant que la
limite elastique ne soit atteinte et apres la mpture. Ie comportement est decrit par une relation
contraintes-deformations lineaire elastique. II reste a ajouter la relation decrivant Ie comportement
durant Fecoulement plastique. Pour ce faire, deux criteres doivent etre definis: la condition de
plasticite, qui marque Ie debut de 1'ecoulement plastique, et Ie critere de mpture, qui marque Ie
debut de la rupture (par fissuration ou par ecrasement). Ces limites etant determinees, la relation
contrainte-deformation incrementale complete du beton dans Ie domaine plastique peut etre
etablie.
Les criteres de rupture definis en termes des invariants des contraintes peuvent etre
consideres comme etant la surface d'ecoulement parfaitement plastique. La formulation generale
des relations contraintes-deformations elastoplastiques du beton peut done etre developpee en
termes d'un critere general de plasticite associe a une regle d'ecoulement. Cette formulation
generale prend la forme:
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^.^^dj.4-y 9K~V 2G ' 9a. (4.13)
ou d'k est un facteur qui reste a etre determine et qui prend la valeur:
dX = 0 tant que/< k ou quand/= ^ mais que df< 0
dk > 0 quand/= A: et que df= 0 (4.14)
En resolvant Fequation (4.13) pour dsy, Ie tenseur des increments de contraintes est determine:
day = dsy + 1/3 dl^ 6y
ZGde,-2Gd^-9f-+(^-^\dI,6^., — g^ ' ^ ^KF1V' (4.15)
En prenant 1'equation (4.13) avec;' =j, Ie terme dl\ peut etre exprime sous la forme:
dI,-3S\de^-dX-S-6,
^ ^ 9an
(4.16)
et Ie facteur d'k devient:
Of ,_ ^3K-2G
•ds,, +——ds
dK=
<?cr,, 6G kk
JL
So,
6.
9f 9f 3K-2G^ cf
9a, 9a, 6G \9a, ~\
(4.17)
Puisque Ie facteur dk est un scalaire, si la fonction / est definie et que des increments de
deformations dsjj sont imposes, d^ est determine de fa^on unique. Si dl\ de Fequation (4.16) est
utilise dans 1'equation (4.15), Ie tenseur des increments de contraintes day devient:
defy = 2Gd€y +Kds^6y -dK K-2-G\
3~/ 9â
 ^ .^JC.:<5m^+2G^: (4.18)
Ainsi, les increments de contraintes sont egalement determines de fa^on unique par la fonction
plastique/(0y) et les increments de deformations dsy . Par consequent, si 1'etat des contraintes
actuel Ojj est connu et que des increments de deformations ^£y sont imposes, 1'equation (4.18)
permet de determiner les increments de contraintes correspondants.
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La fonction de plasticite des modeles pour Ie beton est generalement exprimee en fonction
des invariants des contraintes /i et J^, sous la forme:
f(a,j) =/(A, A) = k (4.19)
Apres substitution de la derivee de cette fonction par rapport au tenseur des contraintes cry ,
1'equation (4.17) devient [CHEN, 1982]:
^ . o <y
V~^-' • ^3^da, - 2Gde, + Kde^S, - d)\ 3K^-6, + -f=-!n=s, \ (4.20)
ou dK prend la forme:
^Kde^SflffI,) + [Gl^\9fl9^T^ de „
9K(3fW+G(Sfl3^)1
La sous-section qui suit presente Ie developpement de ces equations en utilisant la fonction de
plasticite introduite par Dmcker et Prager.
4.2.5 Fonction de Dmcker-Prager
La forme la plus simple de la theorie incrementale de la plasticite est donnee par Ie critere
de rupture devonMises,/= VJ^ . Les relations contraintes-deformations elastiques-parfaitement
plastiques derivees de ce critere et sa regle d'ecoulement associee sont connues sous Ie nom de
materiau de Prandtl-Reuss.
Le critere de mpture de von Mises a ete modifie par DRUCKER et al. [1952] pour tenir
compte de 1'efFet de la pression hydrostatique sur la resistance au cisaillement du materiau. Le
critere (ou la fonction) de plasticite de Dmcker-Prager est defini par:
f=Vj2+aI^=k (4.22)
ou a et k sont des constantes positives du materiau. L'equation (4.22) peut etre consideree
commeune generalisation du critere de Mohr-Coulomb par une surface continue dans 1'espace des
contraintes. Cette surface de plasticite est un cone circulaire dans 1'espace des contraintes
principales, avec son axe incline egalement par rapport aux axes des coordonnees et son sommet
dans 1'octant en tension. La figure 4.3 montre une section du critere de Dmcker-Prager dans Ie
plan deviatorique et dans Ie plan 31.
49
Selonles equations (4.20) et (4.21), les relations contraintes-deformations correspondant a
la fonction de plasticite sont:
^ ^1 . ..f ^
de. - ^ + ^, + ^1 -^= + "6, I (4.23)'y 2G ' 9KVV ' ~'\2^ v
Substituant la fonction de plasticite (4.22) dans les equations (4.20) et (4.21), les relations
suivantes pour letenseur des increments des contraintes sont obtenues [CHEN, 1982]:
day == 2 G dey + K d^k ^ - dK ((G//^) Sy + 3 K a <5y) (4.24)
. (W).A +3Me,
^ - '""G^9Ka1 —- (4-25)
ou G=
2(l+v)
^-—E-
3(1 -2v)
6y = Oy - 1/3 6y Okk
ey = £y - 1/3 By £^
L'equation (4.24) peut etre reecrite sous la forme:
d0y = Cijmn d^mn (4.26)
et peut etre utilisee directement dans une formulation des deplacements par la methode des
elements finis, ou Ie tenseur Cymn est egal a:
Cijmn =2G 8,m 4" + (K - 2/3 G) Qy Qmr,
[G^}s, +3Ka6, ( Q
'^/^~"y I -F=s^+3Ka6^\ (4.27)G+9Ka2 \^mn'^^vmn) ^"
et est defini comme la matrice constitutive elastoplastique. Exprime sous forme matricielle
complete, cetenseur devient [CHEN, 1982]:
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ou
ijmn
K+^G
1
K- •?G
K+^G
SYM.
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(4.28)
(4.29)
Tel qu'il a deja ete mentionne, la fonction de Dmcker-Prager peut etre consideree comme
une generalisation du critere de Mohr-Coulomb. Le critere de Mohr-Coulomb, utilise
frequemment comme critere de mpture pour Ie beton, relie la contrainte de cisaillement a la
mpture, T , a la cohesion du materiau et a la pression normale a la surface de glissement. II a la
fonne suivante:
T\==C- a tg(l>
ou c est la cohesion et (f> est 1'angle de frottement inteme.
(4.30)
La surface de Mohr-Coulomb est une pyramide hexagonale irreguliere dans 1'espace des
contraintes principales. Une section transversale de cette pyramide dans Ie plan jc est montree a la
figure 4.4. Cette surface de rupture presente des coins ou des smgularites dans la generalisation en
trois dimensions et entrame certaines difficultes dans 1'analyse numerique. Pour des raisons
pratiques, une approximation de la surface ayant des singularites par une surface continue est
utilisee dans 1'analyse elastoplastique par la methodes des elements finis. Les constantes de
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Dmcker-Prager, a et k, peuvent etre reliees aux constantes de Mohr-Coulomb, c et ^, de la
mamere suivante.
La surface de Drucker-Prager est choisie de telle sorte que son sonunet coincide avec celui
de la surface de Mohr-Coulomb, et que Ie point A ou Ie point B des deux surfaces coincide
egalement, tel que montre a la figure 4.5. Le cone circonscrit alors la pyramide hexagonale Ie long
des meridiens en compression (point A) ou en tension (point B), respectivement. Dans Ie premier
cas (meridien en compression), les parametres a et k sont:
a—=^!— k- J^, (4.31)
^/3{3 - sin ^) " ^,3(3-sin ^>)
et dans Ie second cas (mendien en tension), les parametres correspondants sont:
a= j^ , ^-^^- (4.32)
^,3(3 + sin 0) '" ^,3(3 + sin (^)
4.3 Methode des elements finis
4.3.1 Derivation de la matrice de rigidite
La methode des elements finis est une methode numerique de solution d'equations
differentielles qui consiste a subdiviser Ie domaine des equations en sous-domaines (ou elements)
et a decrire la solution a 1'interieur de chaque element par une combinaisons de fonctions connues
et de parametres. L'etape principale de toute methode d'elements finis est la derivation de la
matrice de rigidite de 1'element, [k], qui relie Ie vecteur des increments des deplacements nodaux
{d8} au vecteur des increments de forces nodales {dF}. Cette relation est derivee de maniere a
satisfaire les conditions suivantes: la compatibilite des defomiations et des deplacements, les
equations d'equilibre ainsi que les relations constitutives.
Compatibilite des deformations et des deplacements
Le vecteur des increments des deplacements intemes {du} a n'importe quel point a
1'interieur de 1'element est exprime en fonction du vecteur des increments des deplacements
nodaux {d8} avec les fonctions d'interpolation [N], qui sont developpees de maniere a
approximer les deplacements reels de 1'element dans Ie continuum.
{du} = [N] {d6} (4.33)
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Les deplacements etant connus a n'importe quel point a Finterieur de 1'element, Ie vecteur des
increments des deformations [ds} est obtenu des derivees de 1 'equation (4.33). Ceci etablit la
relation incrementale deformations-deplacements:
{de} = [B] {d6} (4.34)
dans laquelle la matrice [B] est fonnee des derivees des fonctions d'interpolation.
Equations d'equilibre
La relation incrementale d'equilibre entre Ie vecteur des increments des forces nodales
[dF} et Ie vecteur des contraintes intemes {da} a n'importe quel point est etabli directement en
appliquant Ie principe du travail virtuel. Etant donnees les forces exterieures {F} agissant sur un
element, appliquees en charges concentrees aux noeuds, et les contraintes {a} a 1'interieur de
Felement, pour que 1'equilibre soit respecte lorsqu'une combinaison d'increments de
deplacements nodaux {d6} et de deformations {d'e } virtuels arbitraires sont imposes, il faut que
[CHE^etal., 1988]:
[d 8} T [dF} = f {de} T {da}dV (4.35)
v
En utilisant Fequation (4.34), 1'equation (4.35) devient:
[d 6 } T {dF} ={d6}T f[B]T {da}dV (4.36)
v
Puisque cette equation doit etre verifiee pour n'importe quelle combinaison de deplacements
virtuels {d '6}, il suit que:
{dF} = f[B]T [da}dV (4.37)
v
Relations constitutives
II faut definir la relation constitutive entre Ie vecteur {da} de 1'equation (4.37) et Ie vecteur
{de} de 1'equation (4.34). Pour les problemes bases sur la theorie de la plasticite, la non-linearite
du materiau est introduite dans une relation contrainte-deformation incrementale sous la fomie:
[da} = [C]ep {de} (4.38)
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ou [C\ep est la matrice de rigidite tangente elasto-plastique correspondant a 1'etat actuel des
contraintes. En substituant 1'equation (4.38) dans 1'equation (4.37) et en utilisant 1'equation
(4.34), 1'equation suivante est obtenue, pour chaque element:
{dF} = [f[B]T[c'p][B]cyj {d6} (4.39)
ou encore: {dF} = [k] {d6} (4.40)
M=.f[5TM[5]d!7 <4-41)ou:
Generalement, cette demiere integrale est evaluee numeriquement.
Une fois les matrices elementaires calculees et transformees de leurs systemes locaux au
systeme global de coordonnees, la matrice de rigidite globale de la stmcture [K], qui relie Ie
vecteur des increments de charges {R} au vecteur des increments des deplacements nodaux {d8}
de la structure entiere, est assemblee par 1'addition systematique de la rigidite de tous les
elements:
{dR} = [K] {d6} (4.42)
Le vecteur des increments de charges nodales extemes {dR} etant connu. Ie vecteur des
deplacements nodaux [d6} est obtenu en solutionnant 1'equation (4.42). Puis, les contraintes a
1'interieur de chaque element sont obtenues de 1'equation (4.38), en utilisant 1'equation (4.34).
{da} = [C}"1 [E\ {d6} (4.43)
4.3.2 Solution numerique pour 1'analyse non lineaire
II existe un grand nombre de procedes d'integration numerique d'equations differentielles
du premier ordre telles que 1'equation (4.42). Toutes sont basees sur la linearisation des equations
non lineaires sur un pas de longueur finie.
Pour F analyse des problemes elasto-plastiques non lineaires, la plupart des methodes
utilisees en genie des structures sont basees sur dififerentes combinaisons de techniques
incrementales et iteratives qui permettent un controle adequat de 1'erreur numerique. L'approche
retenue dans la modelisation presentee au chapitre cinq consiste a utiliser une methode
incrementale combinee a un processus iteratif afin de satisfaire les equations d'equilibre. Selon
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cette procedure combinee. Ie chargement total {R} sur la stmcture est ajoute par increments, et
pour chaque pas de chargement, la matrice de rigidite tangente [K}t de la relation:
{AR} = [K], {AS] (4.44)
est calculee avec 1'equation (4.41). De plus, pour chaque pas de chargement, la force residuelle
{z^(S)} est calculee:
MS)} = f[Bf [a}dy - [R} (4.45)
L'mtegrale de 1'equation (4.45) est effectuee sur la stmcture entiere en utilisant la procedure
element-par-element et les regles d'assemblage habituelles. Ici, Ie vecteur {R} indique Ie niveau
total des forces extemes appliquees, et Ie vecteur {or}, Ie niveau de contraintes atteint. Pour tout
champ des deplacements et distribution des contraintes incorrect, Fequation (4.45) resulte en un
vecteur {ip} ^ 0. Ce vecteur residuel peut etre considere comme les forces nodales additionnelles
requises pour amenerle champ des deplacements al'equilibre nodal. Par consequent, pour chaque
increment de chargement, les iterations sont poursuivies jusqu'a ce que la force residuelle soit
negligeable. A cette fin, la methode de solution d'equations simultanees non lineaires de Newton-
Raphson peut etre utilisee et elle permet generalement une convergence rapide [CHEN et al.,
1988].
4.4 Procedure numerique par increments des modeles elasto-plastiques
Cette section presente une procedure numerique incrementale permettant d'introduire un
modele constitutif elasto-plastique dans un programme de resolution par la methode des elements
finis. Les quantites d'entree au debut du (n+l)Gms pas sont les composantes des contraintes [a}n
obtenues a la fin du neme increment de charges et les composantes des increments des
deformations [As}n+\ qui sont obtenues de la solution du (n+l)eme increment des forces [AR}n+\
sur la structure:
[A6]^ = KL-' {AR}^ (4.46)
ou les valeurs des deplacements nodaux {6}n et la matrice de rigidite tangente [Kt]n a la fin du n
increment de charges sont aussi connues. Les quantites de sortie sont les nouvelles valeurs des
composantes des contraintes:
{a]^={a},+{Aa}^ (4.47)
55
Les grandes lignes de la procedure suivie pour obtenir 1'equation (4.47) sont donnees ci-dessous.
La surface d'ecoulement plastique est donnee par:
/(o) = 0 (4.48)
Avec 1'equation constitutive elasto-plastique generale:
{Aa} = ([C]e - [CT ){Ae} = [Q^ {4e} (4.49)
les changements de contraintes {Aa} qui surviennent au cours d'une iteration durant laquelle des
changements de deformations connus sont imposes, sont determines de fa^on unique. La premiere
etape de Falgorithme numerique consiste a calculerune combinaison de contraintes elastiques:
{<Ta}={or},+[C]°{4^i (4.50)
Ces contraintes elastiques sont par la suite testees relativement a la surface de chargement
(equation 4.48). Si elles respectent la condition de chargement. Ie comportement du materiau est
elastique et les contraintes a la fin du (n+1) increment de chargement sont:
{a} „,!= {a'} (4.51)
Par contre, si la surface de chargement n'est pas respectee, 1'element subit un chargement
plastique. Tel qu'illustre schematiquement a la figure 4.6, 1'etat de contrainte initial (point A) est
elastique puisqu'il satisfait la condition:
/({o°})=/><0 (4.52)
Le cheminement elastique impose atteint Ie point B apres avoir traverse la surface de chargement
au point C. L'etat de contrainte obtenu ne respecte pas la condition donnee par 1'equation (4.48):
/({cri'})=/i>0 (4.53)
ce qui indique une transistion de 1'etat elastique a 1'etat plastique durant ce (n+1) increment.
L'increment de chargement est alors divise en deux parties: une portion elastique pour Ie
cheminement AC et une portion plastique apres que Fetat de contrainte ait atteint Ie point C.
L'etat de contrainte au point C est obtenu de:
{ac}={aa]+r{Aae} (4.54)
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ou r [Aa } est la portion de 1'increment de contrainte precedant Ie debut du comportement
plastique, c'est-a-direjusqu'a Fetat de contrainte correspondant alafonction suivante:
f({ac})=f({att}+r{dae})=0 (4.55)
Une premiere approximation de r peut etre detemiinee par une interpolation Uneaire de /
[ZIENKIEWICZ et cd., 1 969]:
r^—T— (4-56)
1 J 0
Cependant, a cause de la non-linearite de la fonction/:
f({aa}+r,{Aae})=f^O (4.57)
Une meilleure estimation de r est donnee par 1'equation suivante [NAYAK etal., 1972]:
r - '•' - r,.,._f^_.i <4-58)
{<y/(9or}^Acre
Les contraintes a la fin du (n+l)eme increment de chargement sont alors obtenues de:
{a}^ = {a}, + r [Aae} +f^ [c-p ^ds} (4.59)
II existe plusieurs techniques numeriques pour executer 1'integration de 1'equation (4.59). Selon
CHEN et al. [1988], la methode de resolution d'equations differentielles de Runge-Kutta d'ordre
quatre pemiet generalement d'atteindre un niveau de precision adequat avec un nombre
d'mcrements relativement petit.
57
a
tension
ecrouissage^ ^^
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< —^
compression
Figure 4.1: Courbe contrainte-deformation uniaxiale typique du beton
°t courbe idealisee
courbe reelle
Figure 4.2: Courbe elastique-parfaitement plastique idealisee du beton en compression triaxiale
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^ /i/3
Figure 4.3: Critere de rupture de Drucker-Prager
/1/3
Figure 4.4: Critere de rupture de Mohr-Coulomb
^1
Ol
o?
G3
Figure 4.5: Approximation de la surface de rupture de Mohr-Coulomb par Ie critere de
Dmcker-Prager
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f(o,) = 0
B (o,,b)
A (q;)
Figure 4.6: Transition d'un etat elastique a un etat plastique de contrainte
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5. APPLICATION DU MODELE ELASTO-PLASTIQUE AUX
COLONNES CONFINEES
Dans ce chapitre, la formulation elasto-plastique decrite au chapitre 4 est appliquee aux
colonnes en beton confinees avec des materiaux composites a 1'aide d'un programme d'analyse
par la methode des elements finis. Ce programme permet de modeliser Ie comportement des
materiaux isotropes dans les domaines elastique et plastique, ainsi que Ie comportement lineaire
elastique des materiaux transversalement isotropes. La premiere partie du chapitre decrit les
principales caracteristiques de la formulation par elements finis qui est utiUsee. La seconde partie
propose une application de cette formulation aux colonnes qui ont fait 1'objet de 1'etude
experimentale presentee au chapitre 3. Les resultats theoriques obtenus de cette modelisation sent
compares aux resultats experimentaux dans la troisieme partie du chapitre.
5.1 Formulation par elements finis
Les principales etapes d'un modele base sur la methode des elements finis consistent a: (1)
discretiser Ie domaine; (2) detenniner les matrices et les vecteurs elementaires; (3) assembler les
matrices elementaires; (4) imposer les conditions limites et (5) solutionner Ie systeme d? equations
[AKIN, 1982]. Cette procedure est generaleet independante du probleme ^ etudier. Cependant, la
precision et 1'exactitude des resultats obtenus sont fortement influencees par plusieurs facteurs,
dont entre autres. Ie type d'element choisi, la discretisation du domaine et les techniques
numeriques utilisees. La formulation des matnces de rigidite, deuxieme etape du processus, a ete
traitee a la section 4.3.
5.1.1 Element tridimensionnel a huit noeuds
L'hexaedre regulier a huit noeuds montre a la figure 5.1 (a) est 1'element tridimensionnel Ie
plus simple. U a des noeuds aux coins seulement; c'est done un element lineaire et ses cotes sont
necessairement rectilignes. C'est egalement un element isotrope puisque les memes fonctions
d'inteq^olation sont utilisees pour la transformation geometrique et pour 1'approximation nodale.
La discretisation d'un domaine general necessite habituellement 1'utilisation d'un element
hexaedre in-egulier, tel que montre a la figure 5.1 (b). Pour faciliter la determination des fonctions
d'interpolation d'un tel element, les coordonnees cartesiennes sont transformees en un systeme de
coordonnees reduites (ou normalisees) qui varient entre -1 et +1. Les operations mathematiques
sont efFectuees dans un espace de reference delimite par 1'hexaedre de cotes ^= ±1, T] = ±1, ^=
±1. Les fonctions d'interpolations {N,} sont etablies dans 1'espace de reference par:
Wi-(V8)(l+?)(l+»,)(l+:)
^-(V8)(l-§)(l+r,)(l+:)
A^-(1/8) (l-$)(l-,,)(!+:)
^-(v8)(i+§)(i-^)(i+e) (s.i)
^=(V8) (!+§)(!+»,)(!-:)
^=(l/8)(l-§)(l+<))(l-:)
^-(V8)(i-§)(i-n)(i-e)
^-(V8)(l+^)(l-^)(l-:)
Les points du domaine occupent des positions de coordonnees (x, y, z) par rapport a un
repere cartesien. Une transformation geometrique permet une correspondance biunivoque entre les
coordonnees cartesiennes et les coordonnees reduites ( g , r], ^) de 1'espace de reference. Ainsi,
les coordonnees (x, y, z) d'un point a Finterieur de 1'element sont exprimees en fonction des
coordonnees cartesiennes des noeuds et des interpolations nodales. La transformation geometrique
est definie par:
8
x(^,£)==^.x,
7-1
V(S,r},^ -^ h, ,y, (5.2)
t=l
8
z(^r]^)=^h, z,
^-n
ou x, y, z sont les coordonnees d'un point quelconque de 1'element;
x,, y,, Zi sont les coordonnees du noeud i;
hi=hi(^,7], ^) sont les fonctions d'interpolations.
Pour les elements isoparametriques, les fonctions d'interpolation h, sont identiques aux fonctions
N, et sont defmies par 1'equation (5.1).
5.1.2 Assemblage des matrices elementaires et solution du systeme d? equations
Le systeme general d'equations s'ecrit sous lafomie [AKIN, 1982]:
{R} = [K] {6} (5.3)
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ou {R} est Ie vecteur des forces nodales;
[K] est la matrice de rigidite globale;
{6 } est Ie vecteur des deplacements nodaux.
La matrice de rigidite [K] est obtenue de Fassemblage des matrices de rigidite elementaires [k] , qui
sont definies par:
W=MM[5]dF (5.4)
Dans cette equation, la matrice [B] est la transposee de [B], laquelle est obtenue de:
?M- 9H
9r
(5.5)
ou [J\ est Ie Jacobien de la transformation (^,T],^)<^ (x,y, z):
M=
9x 9y 9z
<?§ ^ <?§
9x Qy 9z
9r] QY] 9r]
9x (ty 9z
<% € €
(5.6)
et [9H19r} est obtenu de 1'application de 1'operateur (9l9r) a la matrice des fonctions
d'inteq)olation [H]:
(9l9r): derivation premiere par rapport aux coordonnees reduites
M-
k, h^ ^ ^ ^ ,26 h, /2g 0 0 00 00 0000 00 0 0 00
0 00 00 00 0 \ h^ ^ ,24 /?s ^ /?7 ^ 0 0 00 0 0 00
0 00 00 00 000 00 00 0 0 ^ ^ ,23 h4 hs h6 h7 hs
(5.7)
La matrice des constantes elasto-plastiques [Cep ] de 1'equation (5.4) a ete definie au chapitre 4.
Puisque [B] est une fonction de ( ^ , 77 , ^), 1'integration de 1'equation (5.4) s'effectue
dans Fespace des coordonnees reduites. Cette derniere equation devient:
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+1+1+1
[k}~fff[B\T[c}'PW\d^drid^ (5-8)
-1-1-1
ou [ J I est Ie determinant du Jacobien [J\.
L'integrale est evaluee numeriquement par une quadrature de Gauss et 1'equation (5.8) peut etre
reecrite sous la forme:
+1+1+1
[k}=fffF^.ri.^^dr,d^
-1-1-1
-.^a,a,a,F(^.,r,,,^) (5.9)
ou a,, a.j, a k sont des constantes qui dependent du nombre de points d'integration utilises.
Une fois la matrice [K] de 1'equation (5.3) assemblee, les conditions aux Umites sont
imposees et Ie systeme est resolu par decomposition de Gauss et substitution inverse. Le vecteur
des deplacements nodaux {6 } obtenu permet de calculer les deformations et les contraintes a
1'interieur du domaine.
5.2 Modelisation du comportement des colonnes confinees
La formulation par la methode des elements finis decrite ci-dessus permet de modeliser Ie
comportement des colonnes en beton confinees par une enveloppe mince de materiaux composites
et soumises a un chargement axial. Dans ce modele, la section des colonnes est divisee en elements
caracterisant les proprietes du beton et des composites a base de fibres. Les forces de
compression sont appliquees aux elements par 1'imposition de deplacements nodaux, en suivant
une procedure incrementale dans laquelle les contraintes a 1'interieur du domaine sont calculees
apres chaque pas de chargement. Ainsi, il est possible de tracer differentes courbes contrainte-
deformation et de mesurer les effets produits par la variation du rayon des coins des colonnes ou
de la rigidite du con&iement.
5.2.1 Discretisation du domaine
Puisque Ie chargement est uniaxial centre et que les plateaux de la presse sont tres rigides, il
est pose comme hypothese que les sections transversales de la colonne demeurent planes durant
Ie chargement et que la distribution des contraintes sur ces sections est la meme sur toute la
hauteur, a 1'exception des zones d'extremites. Cette hypothese permet de modeliser une seule
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tranche horizontale de la colonne. De plus, la section etant doublement symetnque, il est possible
de modeliser uniquement Ie quart de celle-ci (figure 5.2), en imposant adequatement les conditions
aux limites. La section transversale est decoupee en petits elements dont les proportions sont
choisies Ie plus pres possible de celles du cube.
La couche d'elements peripherique modelise Ie comportement des matenaux composites.
Pour ces elements, les caracteristiques mecaniques introduites dans Ie modele sont calculees en
tenant compte des proprietes globales du confinement et sont obtenues de la superposition des
differentes couches de fibres. Ainsi, Ie tenseur des constantes de rigidite de 1'equation (4.2) est
calcule a 1'aide des equations (4.3), en utilisant les modules d'elasticite mesures sur des
echantillons uniaxiaux. Les resultats de ces essais ont ete presentes au chapitre 3. De plus, des
valeurs typiques des coefficients de Poisson et du module de cisaillement de composites carbone-
epoxyde sont donnees par TSAI etal. [1980].
Les autres elements modelisent Ie comportement elasto-plastique du beton, dont Ie module
elastique est determine selon 1'equation enoncee par CARASQUILLO etal. [1981]:
£=3320^7J+6900 (5.10)
De plus, la formulation proposee par DENIAUD [1994] permet de fbcer les parametres a et k du
critere de Drucker-Prager:
a - 4 (5.11)
c
^i-a (5-l2)
5.2.2 Procedure incrementale dumodele elasto-plastique
Dans la procedure numerique. Ie chargement de la section s'effectue progressivement, par
1'imposition des deplacements nodaux. Chaque pas de chargement comporte plusieurs etapes
durant lesquelles 1'etat des contraintes de chacun des elements « beton» est evalue. Ainsi, les
matrices constitutives elasto-plastiques elementaires sont ajustees a plusieurs repnses de maniere
a ce que Ie chargement demeure sur la surface d'ecoulement.
Les principales etapes de la procedure incrementale permettant de calculer 1'etat des contraintes a
la fin de chaque pas consistent a:
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1. Calculer Fincrement des deformations {As}n+i correspondant a Fmcrement des
deplacements nodaux {A6 }n+i;
2. Calculer un increment de contraintes elastiques [Aae } = [C e ] [As }n+i et determiner
{ae}=[a]^[&ae};
3. Calculer les invariants I\ et J^ correspondant a {ae};
4. Determiner/({ae }) =/i, selon la formulation de Drucker-Prager;
5. Si /i <; 0, imposer {Aap } =0et [Aaep } = [Aae } ; omettre les etapes subsequentes;
6. Si /i > 0 et fo < 0 , calculerT- selon les equations (4.56) a (4.58);
7. Si /i > 0 et /Q=O , prendre r = 0 ;
8. Calculer {a}, = {o- }„ + r [Aae} et determiner m ; repeter les etapes 8.1 a 8.3 m fois
(i=\,m):
8.1 Calculer les invariants pour { cr};;
8.2 Calculer [C ep ], correspondant a {o-},;
8.3 Calculer{a}^ = {a},+((l -r)/m ) [C^]/ {^ }^i;
9. Mettre a jour Ie vecteur des contraintes en prenant { or }^.i = {or ]m+i.
5.2.3 Resultats numeriques et analyse
Les figures 5.4 a 5.10 montrent les courbes contrainte-deformation resultant de
F application du modele elasto-plastique a des colonnes dont la section est representative des
essais decrits au chapitre 3. Etant donne Ie peu de resultats experimentaux disponibles pour les
colonnes de section rectangulaire, seules les sections carrees sont modelisees. Les parametres a et
k du critere de Drucker-Prager sont choisis en fonction de la resistance a la compression du beton,
/J , fixee a 35 MPa. Les proprietes mecaniques de 1'enveloppe de confinement sont celles de
composites a base de fibres de carbone umdirectionnelles. Les differentes courbes superposees
permettent d'evaluer les effets produits par la variation du nombre de couches de fibres et du
rayon des coins des colonnes. Sur les graphiques, sont tracees en fonction de la contrainte axiale
(normalisee par rapport a /J ): a droite, la deformation axiale; a gauche, la defonnation
transversale au milieu de deux faces opposees.
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En general, les courbes decrivent assez fidelement Ie comportement observe lors des essais.
Dans tous les cas, la partie initiale de la courbe des deformations axiales est lineaire et la pente est
regie par Ie module elastique du beton, ce qui indique que 1'efFet du confinement est negligeable
tant que Ie beton est dans un etat de contraintes elastique. Le point d'inflexion sundent quand la
contrainte axiale atteint /J et il est suivi d'une zone de grandes defomiations plastiques. Dans
tous les cas, la deformation axiale a ete imposee par increments jusqu'a une valeur totale de 2 %.
Lors des essais, la deformation des materiaux composites mesuree a la mpture des colonnes variait
considerablement d'un essai a 1'autre. II est par consequent difficile de definir un cntere d'arret
(de rupture) base sur la deformation ultime du composite. Pour cette raison, les courbes sont
toutes tracees jusqu'a une meme valeur de la deformation axiale, qui correspond
approximativement au maximum atteint au cours des essais.
Effets de la variation de la rigidite du confinement
Les effets produits par la variation du nombre de couches sont illustres aux figures 5.4 a
5.7, ou sont tracees les courbes contrainte-deformation de colonnes carrees de 150 mm de cote
dont lerayon des coins est, selon la figure, de 5, 25, 37.5 ou 75 mm. Les trois series de courbes
superposees sur chaque graphique permettent de comparer Ie comportement de colonnes
enveloppees de trois, quatre et cinq couches de fibres.
De 1' observation de ces courbes, il apparait que 1'augmentation de resistance resultant de
Fajout d'une couche de fibres est plus importante quand Ie rayon des coins est plus grand. Pour
les quatre sections, 1'augmentation de resistance est a peu pres la meme quand Ie nombre de
couches passe de trois a quatre qu'en passant de quatre a cinq. Dans Ie cas de la section avec des
coins de 5 mm de rayon, 1'allure des courbes ne decrit pas adequatement la progression des
contraintes mesurees lors des essais. En efFet, il a ete demontre que Ie comportement post-pic des
colonnes avec des coins non arrondis est adoucissant. Le modele elastique-parfaitement plastique
ne pouvant simuler une baisse des contraintes, il se prete mal a 1'analyse d'elements ayant un tel
comportement.
Effets de la variation du rayon des coins
Les figures 5.8 a 5.10 illustrent les effets produits par la variation du rayon des coins des
colonnes. Les courbes des figures 5.4 a 5.7 y sont reportees mais sont presentees dans un ordre
different. Sur chaque graphique. Ie nombre de couches est constant et les quatre courbes
superposees sont celles de colonnes dont les coins ont un rayon de 5, 25, 37.5 et 75 mm. Sur les
trois figures, la defomiation transversale (ou radiale) des cylindres augmente moins rapidement
que la deformation transversale des deux autres sections, ce qui est Ie reflet d'une pression de
confinement plus forte. Par centre, dans Ie cas des colonnes de section carree, la deformation
transversale correspondant a une valeur donnee de la deformation axiale est identique pour les
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deux sections (R25 et R38), alors qu'elle devrait, selon les resultats des essais experimentaux, etre
inferieure pour la section avec des coins de 37.5 mm de rayon.
Les colonnes de section rectangulaire n'ont pas ete modelisees parce que les resultats des
essais experimentaux obtenus de telles sections ne peuvent etre reproduits adequatement avec Ie
modele. En effet, aucun des echantillons rectangulaires testes n'a ete confine assez fortement pour
que son comportement post-pic soit raidissant.
5.2.4 Comparaison des resultats experimentaux et fheoriques
Dans cette sous-section, quelques resultats theoriques obtenus de la modelisation sont
compares auxresultats experimentaux. Les figures 5.11 a 5.14 montrent les courbes contrainte-
deformation de quatre colonnes d'une meme serie, dont les caracteristiques ont ete presentees au
chapitre 3. La resistance a la compression du beton non confine, f c , est de 35.8 MPa; Ie rayon
des coins est de 25 ou 38 mm et Fenveloppe de confinement est composee de quatre ou cinq
couche de composites renforces de fibres de carbone. II s'agit done de colonnes fortement
confinees. Ces echantillons ont ete choisis pour les comparaisons parce que Ie modele donne de
meilleurs resultats quand la pression de confinement est elevee. Sur les graphiques, les
deformations axiale et transversale sont tracees en fonction de la contrainte axiale. Le trait
discontmu montre les resultats experimentaux et Ie trait continu, les resultats numeriques.
Pour les colonnes 3B et 3C (rayon de 25 mm), les courbes contrainte-deformation axiales
experimentales et theoriques sont tres proches 1'une de 1'autre, mais les deformations
transversales sont sous-estimees. Les courbes contrainte-deformation axiales sont un peu plus
eloignees dans Ie cas des colonnes 3D et 3E (rayon de 38 mm), et les deformations transversales
sont surestimees.
II serait possible d'obtenir de meilleurs resultats dans la zone elastique en faisant varier Ie
module elastique E et Ie coefficient de Poisson v du beton durant Ie chargement, pour obtenir une
courbe non lineaire. De plus, en utilisant une formulation a plusieurs parametres pour decrire Ie
comportement plastique du beton, telle qu'un modele pour materiaux ecrouissables, la transition
entre 1'etat elastique et 1'etat plastique des contraintes pourrait etre definie de fa9on a representer
plus adequatement Ie comportement reel du beton. Un modele de plasticite a plusieurs parametres
permettrait egalement de definir une surface de chargement continue unique passant par les
mendiens en compression et en tension du critere de Mohr-Coulomb, plutot que deux surfaces
distmctes, comme c'est la cas avec la fonction de Dmcker-Prager. Ainsi, la formulation elasto-
plastique pourrait tenir compte de 1'angle de similarite, 0 , qui varie en fonction de 1'etat des
contramtes.
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(a) (b)
Figure 5.1: Element tridimensionnel a huit noeuds: (a) hexaedre regulier; (b) hexaedre irregulier
vu dans 1'espace des coordonnees reduites
^
Figure 5.2: Modelisation de la section transversale d'une colonne
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Figure 5.3. MaiUage typique pennettant de discretiser la section d'une colonne cairte
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Figure 5.4: Variation du nombre de couches (cylindre de 150 mm de diametre)
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Figure 5.5: Variation du nombre de couches (colonne carree, R=38 mm)
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Figure 5.6: Variation du nombre de couches (colonne carree, R=25 mm)
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Figure 5.7: Variation du nombre de couches (colonne carree, R=5 mm)
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Figure 5.8: Variation du ray on des coins de la colonne (3 couches)
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Figure 5.9: Variation du rayon des coins de la colonne (4 couches)
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Figure 5.10: Variation du ray on des coins de la colonne (5 couches)
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Figure 5.11: Comparaison des courbes theoriques et experimentales, colonne 3B
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Figure 5.12: Comparaison des courbes theoriques et experimentales, colonne 3C
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Figure 5.13: Comparaison des courbes theoriques et experimentales, colonne 3D
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Figure 5.14: Comparaison des courbes theoriques et experimentales, colonne 3E
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CONCLUSION
Au Canada comme ailleurs dans Ie monde, une grande partie des infrastructures de
transport ont atteint la fin de leur duree de vie utile, principalement en raison des conditions
d'utilisation severes qui ont provoque leur vieillissement premature. Des etudes ont montre
Furgence de developper des techniques de rehabilitation permettant de redonner aux structures
telles que les ponts et les viaducs, les capacites structurales necessaires pour resister aux
sollicitations auxquelles elles sont soumises. Parmi les techniques emdsagees, certaines, utilisant
des materiaux composites d'avant-garde, sont tres prometteuses. L'une de ces methodes consiste
a restaurer ou a augmenter la capacite portante de colonnes en beton arme par 1'application d'un
confinement, realise par 1'enroulement et Ie collage d'une enveloppe de materiaux composites.
Plusieurs travaux de recherche ont deja demontre Ie potentiel de cette approche pour la
rehabilitation de colonnes circulaires.
Le projet de recherche qui a ete presente dans ce memoire a porte sur 1'etude du
comportement de colonnes courtes en beton, de section carree ou rectangulaire, confinees par une
enveloppe mince de composites a base de fibres de carbone et d'aramide. Une serie d'essais de
laboratoire a ete realisee pour mesurer les effets produits par la variation de la rigidite du
confinement et par Ie fait d'arrondir les coins des colonnes. De plus, une procedure numerique par
la methode des elements finis, utilisant une fonction elasto-plastique pour decrire Ie
comportement du beton confine, a ete developpee. Cette formulation mathematique a pemiis de
modeliser de fa9on satisfaisante Ie comportement des colonnes.
Les essais experimentaux ont montre que:
L'augmentation du rayon des coins entrame une augmentation de la deformation axiale
ultime et de la resistance ainsi qu'une diminution des deformations laterales. En general,
Faugmentation du nombre de couches a Ie meme effet, mais a un niveau inferieur.
Peu importe la section de la colonne. Ie confinement entraine une augmentation appreciable
de la deformation axiale a la rupture. Cependant, dans Ie cas des colonnes dont les coins ne
sont pas arrondis, la deformation plastique se produit a un niveau de contrainte inferieur a
/J . Pour que Ie comportement post-pic soit raidissant (contrainte superieure a /J ), les
coins doivent etre arrondis. Les echantillons avec des coins arrondis (25 et 38 mm de
rayon), confines avec des fibres de carbone, ont tous montre, dans la zone plastique, une
courbe contrainte-deformation axiale de pente positive. Pour la configuration la plus
efficace (rayon de 38 mm et cinq couches de fibres), la resistance ultime a atteint 1 .9 /J .
Les essais sur des colonnes enveloppees de fibres d'aramide ont montre que les fibres
orientees dans 1'axe de la colonne augmentent sa resistance de £0900 non negligeable.
Cependant, un materiau tisse n'est pas approprie comme confinement, a cause de sa
rigidite initiale plus faible, qui provoque une baisse de resistance au debut de la zone de
deformation plastique du beton.
Lampture des colonnes survient lorsque 1'enveloppe de confinement cede. Dans presque
tous les cas, cette rupture sundent sur un coin, exactement a la fin de Farrondi. La
defonnation du composite a la mpture est generalement faible (moins de 1 %) a cause du
poin^onnement des fibres; elle est evidemment plus importante quand Ie rayon des coins
est plus grand.
Les resultats obtenus par la formulation mathematique, developpee pour modeliser Ie
comportement des colonnes confinees, ont permis de tirer les observations suivantes:
Une procedure numerique incrementale par la methode des elements finis, dans laquelle Ie
comportement du beton confine est modelise par une fonction elastique-parfaitement
plastique, peut decrire adequatement Ie comportement sous charge axiale centree des
colonnes carrees confinees avec des materiaux composites. Cependant, pour que Ie modele
soit valide, la pression de confinement exercee par Ie composite doit etre sufifisamment
elevee pour que Ie comportement post-pic du beton soit raidissant.
Le modele numerique reproduit de fa^on appropriee les effets de la variation de la section
et de la rigidite du confinement.
Les courbes contrainte-deformation obtenues avec Ie modele mathematique ont ete
comparees a celles de quelques essais experimentaux. Pour que les courbes concordent
bien, il faut que les parametres du modele soient calibres a partir des resultats des essais.
Le modele ne peut cependant predire la rupture de la colonne, en raison du manque de
donnees disponibles sur la deformation ultime des composites.
Le modele pourrait etre ameliore par 1'utilisation d'une formulation elasto-plastique plus
complexe pour decrire Ie comportement du beton. II pourrait egalement etre modifiie pour analyser
des colonnes soumises a diverses combinaisons de charges axiales et laterales ou a des chargements
cycliques. Enfin, 1'utilisation d'un tel modele pour predire Ie comportement de stmctures reelles
necessiterait que les parametres soient calibres a partir d'essais planifies selon une methode
statistique appropnee.
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ANNEXE A
COURBES CONTR4INTE-DEFORMATION
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